Cette note a pour but de compléter deux arguments de larticle [6]. Les hypothéses
de la Proposition 4.7 doivent étre légerement renforcée, ce qui n’a pas d’impact sur le
reste de l'article et la preuve de la suite spectrale (4.34) doit étre complétée. Je remercie
Christophe Breuil de m’avoir signalé ces deux points.

LA PROPOSITION 4.7

Soit Q, C L C K C C,, une suite d’extension de corps telle que L est une extension
finie de Q,, et K est discretement valué (pour la valuation p-adique de C,). Soit G un
groupe de Lie L-analytique.

On note Rep% G (resp. Repx™® G) la catégorie des représentations lisses (resp. ad-
missibles) de G sur des K-espaces vectoriels. Soit D*°(G, K) 'algebre des distributions
localement constantes sur G a coefficients dans K. Elle est définie comme le dual de
Pespace C*°(G, K) des fonctions localement constantes sur G a valeurs dans K. Si V
est un objet de Rep® G, l'action de G sur V se prolonge naturellement en une struc-
ture de D*°(G, K)-module sur V. Notons M la catégorie des D>°(G, K)-modules. On
définit un foncteur contravariant V +— V* de Repyx G vers Mg en envoyant V sur le
D>*(G, K) a gauche sous-jacent au K-espace vectoriel Homg (V, K). Il découle de [5] que
V est une représentation lisse admissible si et seulement si V* est un D*°(G, K)-module
coadmissible.

Dans la preuve de [6, Prop. 4.7]. On suppose de fagon implicite que si V; et V5 sont
deux représentations lisses du groupe G, le foncteur V' — V* induit une bijection de
ExtRepee a(W1i, Ws) sur Extﬁ/loco (Wy', W5). Je ne sais pas si cet énoncé est vrai en général.
Il est vrai si Wy et Ws sont des représentations admissibles et le but de cette note est d’en
fournir une démonstration. La preuve de la proposition 4.7 de [6] n’est donc compléte que
lorsque W7 et Wa sont supposées admissibles. Néanmoins dans toutes les applications
de la proposition 4.7 dans l'article [6], le cas ot W et Wy sont admissibles est suffisant.
Ces applications sont les résultats suivants de [loc. cit.] : Cor. 4.8, Exem. 4.11, Prop. 5.7,
Thm. 6.1 et Cor. 6.2.

On va définir un foncteur contravariant de la catégorie M@ vers la catégorie Rep%
On rappelle que D (G) désigne le dual de I'espace C°(G, K) des fonctions localement
constantes a support compact de G dans K. Comme C°(G, K) est une représentation
lisse de G, le K-espace vectoriel D (G) est un D*°(G, K)-module. Notons par ailleurs
dq le caractére modulaire de G et § son dual. Rappelons que si M est un D*°(G, K)-
module, on note M*™ le sous-K-espace vectoriel des vecteurs lisses. L’action de G sur
M#™ est lisse si bien que 'on peut voit M*™ comme un objet de la catégorie Rep%
On pose alors, pour M un objet de Mg :

Md = HOIHDOO(G,K) (M7 D;:)O(G) ® 52’)Sm

Proposition 0.1. I existe un morphisme de foncteurs ldrepxc — (=) (resp.
Idpee — (—)D*) qui induit des isomorphismes sur les objets admissibles (resp. co-

admissibles).
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Démonstration. Si V' est un objet de Repx G, notons V™ la représentation contragré-
diente. Il s’agit du K-espace vectoriel (V*)~ muni de la représentation induite de G.
D’apres [5, Lem. 1.4], il existe un isomorphisme de foncteurs

Hompe (¢,1) (=), P(G) ®@ 0g) = ((=)7)"

de sorte que le foncteur ((—)*)? est isomorphe au foncteur ((—)~)~. Le morphisme recher-
ché est alors le morphisme de bidualité Idrepx ¢ — ((—)~)™ qui induit un isomorphisme
sur les objets admissibles (voir par exemple [7, Prop. 1.4.18]).

Soit M un D*°(G, K )-module. On a alors un isomorphisme fonctoriel (voir par exemple
[1, I1.§4.Prop. 1. a)]) :

Hompe (g 1) (M, D7 (G) ® 6¢;) = Homp ((C2°(G, K) ®k 6¢) @pe(a,ix) M, K)

Par ailleurs, il découle de [5, Lem. 1.3] qu’il existe un isomorphisme de foncteurs (—)*" ~
(C&(G, K) ®k dg) ®pee(c, k) (—) de sorte qu'il existe un isomorphisme de foncteurs

(0.1) Hom peo (i) (=, D™ (G) © 0¢) ~ ((=)™")*
On en déduit un isomorphisme de foncteurs
(0.2) Hom pe< (¢, i) (Hom pes (¢, ) (= P2 (G) ® 6), DE(G) © 65) = ((—)7)*

Le morphisme de foncteurs Idpe — ((—)%)* est défini en composant le morphisme de
bidualité

ldmg — Hompe (g, k) (Hompes (¢,) (= D°(G) © 9¢), D (G) © 6¢)

avec (0.2). Si M est un D*°(G, K)-coadmissible, on a M = V' o V est un objet admis-
sible de Rep¥ G. Le fait que le morphisme de foncteur évalué sur M induit un isomor-
phisme est alors une conséquence de 1'isomorphisme (0.1). En effet M9 est isomorphe &
(M*™)*)5™ o~ (V™)™ =~ V et donc (M?)* est isomorphe & V* = M. O

Si C désigne une catégorie abélienne ayant suffisamment d’éléments injectifs, on peut
définir les groupes d’extensions supérieurs Extg(—,—) pour n > 0. Ils admettent la
description suivante en termes de suite exactes longues. Si A et B sont deux objets de la
catégorie C, I'ensemble Ext (A, B) est I’ensemble des classes d’équivalence de complexes
exacts

C*=[0=-B—=C'— ... 5 C" = A0

deux complexes C7 et Cy étant équivalents s’il existe un troisieme complexe exact Cy
de la forme précédente ainsi que des morphismes de complexes Cy — Cq et Cy — Co
induisant 'identité sur A et B.

Si C1 et Cy sont deux catégories abéliennes ayant suffisamment d’injectifs et si F' est
un foncteur exact covariant (resp. contravariant) de C; et Co2. On définit une application
Fy de Ext¢ (A, B) vers Extg, (F(A), F(B)) (resp. Extg, (F(B), F(A))) en envoyant un
complexe exact C' sur le complexe exact F'(C).

Remarquons que si F est covariant et que C; = Co, 'existence d’un morphisme de

foncteurs Ide, — F' induisant un isomorphisme sur deux objets A et B implique que
I'endomorphisme F, de Ext3(A, B) est un isomorphisme.
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Rappelons que la catégorie Rep% G possede suffisamment d’injectifs (voir par exemple
[7, Prop. 1.5.9.c)]).

On déduit donc de la formule (G o F), = G, o Fy et de la proposition 0.1 le résultat
suivant.

Corollaire 0.2. Soient V; et V, deux objets admissibles de Rep% G. Le foncteur (—)*
induit un isomorphisme

Extﬁep? G(A7 B) 1> Extx/loco (B*7 A*)

Démonstration. Posons F' = (—)* le foncteur contravariant de Rep% G vers M. Il
s’agit clairement d’un foncteur exact. De méme le foncteur G = (—)? de M vers
Rep% G est un foncteur exact. En effet, on a vu au cours de la preuve de la proposition
que (—)? est isomorphe au foncteur Homg ((—)*™, K)*™ qui est une composée de trois
foncteurs exacts. Le foncteur (—)*™ est exact car K est de caractéristique 0. Par ailleurs,
'existence d’'un morphisme de foncteurs Idgrepe ¢ — G o F' ayant la propriété d’étre un
isomorphisme sur les objets admissibles implique que la composée

Exthepse o(Vi, V2) = Bxtie (V5 Vi) <5 ExtRepee o (G(F(V1)), G(F(V5)))

est bijective. L’existence d’un morphisme de foncteur Id Mg — Fo G dont I’évaluation
sur les objets coadmissibles est un isomorphisme implique que la composée

Exties (Vs Vi) 5 Bxtiee o(G(F(1)), G(F((V2)))
5 Bxtlye (F(G(V3), F(G(V))

est bijective. Ainsi Fy et G4 sont injectifs avec G4 o F} bijectif, donc Fy est un isomor-
phisme. ([l

LA SUITE SPECTRALE (4.34)

Rappelons le contexte. On considere G un groupe réductif connexe sur Q, ainsi que
P C G un sous-groupe parabolique. On note wunderline/N son radical unipotent ainsi
que L le quotient P/N. On pose G = G(Q,), P = P(Q,), N = N(Qp) et L = L(Q,)
qui est isomorphe & P/N. Si H est un groupe de Lie p-adique (par exemple 1'un des
groupes précédents), on note D(H) l'algebre des distributions sur H a valeurs dans un
corps K, extension finie de Q,, et M(H) la catégorie des D(H )-modules. Par abus de
langage, on désigne par K le D(N)-module trivial. Si M; est un D(L)-module et My un
D(P)-module, on a une suite spectrale ([6, (4.34)])

ER = Extl ) (M, Extf ) (K, Ma)) = Extififs (My, Mo).

Soit Oubp x le foncteur d’oubli de la catégorie M(P) vers la catégorie M (V). Pour
établir cette suite, on utilise en effet de facon implicite le fait que, pour tout ¢ > 0, le
i-eme foncteur dérivé du foncteur Hom yqn) (K, Oubp y(—)) coincide avec le foncteur
Ext’M( n) (K, Oubp y(—)). 11 faut donc prouver le résultat suivant.
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Proposition 0.3. Si F désigne le foncteur M +— HomM(N)(K, M) de la catégorie des
D(P)-modules vers la catégorie des D(L)-modules, on a, pour tout D(P)-module M, un
isomorphisme de K -espaces vectoriels

R'F(M) ~ Exti (K, M).

Démonstration. Comme F est le composé du foncteur d’oubli Oubp y avec le foncteur
Homp, N)(K ,—), et que le foncteur Oubp x est exact, il suffit de vérifier que ce dernier
transforme un objet injectif de M(P) en un objet Homp ) (K, —)-acyclique de M(NV).
Autrement il faut prouver que si M est un D(P)-module injectif, on a Extiu( (K M) =
0 pour 7 > 0. Si H est un groupe de Lie p-adique et Hy est un sous-groupe compact
ouvert de H, on note A(H) = K[H]| ®o, ) Ox|[[Ho]]- A isomorphisme canonique pres,
cette K-algebre ne dépend pas du choix de Hy. De plus, si P est compact, on a A(P) =
K ®0, Okl[[P]]. D’aprés [4, Thm. 5.2], le A(Hp)-module (a gauche comme a droite)
D(H)) est plat, ainsi D(H) est un A(H )-module plat (& gauche ou a droite).

Soit Py un sous-groupe compact ouvert de P et Ng = N N Py. Le sous-groupe Ny est
compact et ouvert dans N. De plus, on a isomorphisme de A(FP)-modules a droite

A(P) ~ K[P/ Py @k A(P)

qui prouve que A(P) est un A(Py)-module plat. D’apres le lemme 0.4 ci-dessous, A(Fp) est
un A(Np)-module plat, et donc A(P) est un A(Np)-module plat. Or on peut trouver une
famille (P,,) de sous-groupes compacts ouverts de P telle que (V,, :== N N P,) forme une
suite croissante de sous-groupes compacts ouverts de N telle que N = |J,, N, (voir par
exemple [2, §4.1]). On vérifie facilement que I’application naturelle lim A(N,) = A(N)
est un isomorphisme. Comme D(P) est un A(N,)-module plat pour tout n, c’est un
A(N)-module plat. Comme le foncteur d’oubli de la catégorie des D(P)-modules vers
la catégorie des A(NNV)-modules est adjoint a droite du foncteur D(P) @) —, tout
D(P)-module injectif est aussi un A(N)-module injectif.

Soit S un A(N)-module. Comme D(N) est un A(N)-module plat, on a, pour tout
D(N)-module M, et tout ¢ > 0, un isomorphisme

Extiyi ) (D(N) @ 5wy S5 M) =5 Extiy ) nioa (S M)

En particulier, si M est un D(P)-module injectif, on en déduit que Eth\/t(N) (D(N)®a(n)
S, M) = 0 pour ¢ > 0. On conclut alors en remarquant que si K est le A(N)-module
trivial, alors D(N) ®@xn) K = K. En effet, D(N) ®(v) K = D(No) @p(n,) K est un
D(Ny)-module coadmissible, il a donc une structure canonique d’espace de Fréchet et
contient un sous- K-espace vectoriel dense de dimension 1. O

Lemme 0.4. Soient H un groupe de Lie p-adique compact, H' un sous-groupe fermé.
Alors O [[H]] est un Ok|[[H']]-module plat (a gauche ou a droite). En particulier A(H)
est un A(H')-module plat.

Démonstration. Soit I un idéal de type fini de O[[H']]. 1l suffit de prouver que l'ap-
plication Ok[[H]] @0,z I — Ok|[H]] est injective. Comme I'anneau Ok[[H']] est
noethérien, I'idéal I est en fait un Ok [[H']]-module de présentation finie. On en conclut
que Ok[[H]] ®o, [z I est le conoyau d’une application linéaire continue entre deux
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Ok|[H]]-modules libres de type fini donc compacts, il est donc séparé et complet pour
la topologie quotient et isomorphe au Ok [[H]]-module Ok [[H]|@o,z - 11 existe un
isomorphisme de variétés analytiques p-adiques (H/H') x H' = H (car il existe une
section continue & la projection H — H/H') qui implique I’existence d’un isomorphisme
Ok[[H/H'|®0, Ok[[H']] = Ok|[[H]], ot Ok|[[H/H']] désigne le Ox-module compact
des fonctions continues de H/H' dans Of, ainsi qu'un isomorphisme Ok [[H]] ®o . [[a7]
I ~ Ok[[H/H"|®0,I. D’apres [3, Prop. 3.1], le foncteur Ok[[H/H']] est exact sur
les suites exactes courtes de Ox-modules profinis. On applique ce résultat a la suite
0—I— Ok|[H']] = Ok|[[H']]/T — 0 ce qui permet de conclure. O

Il reste peut-étre a préciser pourquoi Hom yq () (K, M) est muni d’une structure de
D(L)-module lorsque M est un D(P)-module. En effet, I'espace Hom () (K, M) s’iden-
tifie & un sous-K-espace vectoriel de M sur lequel laction de D(P) se factorise par
D(P) ®p(ny K qui est isomorphe & D(L).
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