MAT 562 - exercices du cours 3

Exercice 1 Soit k& un corps algébriquement clos. Soit FI(X,Y,Z) € k[X,Y, Z] un
polynéme homogene degré 2. Montrer que V,(F') est soit I'union de deux droites,

éventuellement confondues, soit une conique irréductible, isomorphe a V,(XY +
YZ+XZ).

Exercice 2 Soit k un corps algébriquement clos. Si F' € k[X7, ..., X,,] est un po-
lynéme non nul, on pose F*(Xy, ..., X,) := XgF(%, . ))%) ot d est le degré de
F.Si I est unidéal de k[X, ..., X,], on note I* I'idéal de k[ Xy, ..., X,] engendré
par les éléments F* ou F' parcourt les éléments non nuls de /. On plonge A} dans
P? via (z1,...,2,) — (1 : 2y : ... : x,). Montrer que 'adhérence de Zariski de

V(I) dans P} est V,(I*).

Exercice 3 Soit k un corps algébriquement clos. On note ¢ I'application de A}
vers A} définie par ¢(t) := (¢,t%,¢*). On note W I'image de ¢.

a) Montrer que W est une partie algébrique de A$. Déterminer I'idéal I(W). Mon-
trer qu’il est engendré par deux éléments.

b) Déterminer I'adhérence de Zariski de W dans P{. Montrer que
LW)=(XY -TZ,Y? - XZ,X*-YT) Ck[T,X,Y, Z]

¢) Montrer que I,(I¥) ne peut pas étre engendré par deux éléments homogenes.

d) En déduire que si J = (F1,..., F,), alors il n’est pas toujours vrai que J* =
(Fz,... F").

Exercice 4 Soit k un corps algébriquement clos. On consideére 1'application ®,, ,,
de P x PP vers PP+ définie par

((zo, ..., xp), (yO: e Um)) (xiyj)0<i<n,0<j<m

Montrer que @, ,,, induit une bijection de P} x P’ sur une partie algébrique de
sz—i—n—i—m'

Exercice 5 Soit A un anneau et soient I et J deux idéaux de A tels que I+J = A.
Montrer que I.J = I N J et que le morphisme canonique de A vers A/I @ A/J est

un isomorphisme. Donner une interprétation géométrique de ce résultat lorsque
A=Ek[Xy,..., X, I=1(V)et J=1(W).



Exercice 6 a) Soit [ un idéal de k[X1,..., X,] et A= k[Xy,...,X,]/I. Montrer
que l'intersection des idéaux maximaux de A est exactement l’ensemble des
éléments nilpotents de A.

b) Soit A une k-algebre de dimension finie sur k. Montrer que A posséde un nombre
fini d’idéaux maximaux (on pourra remarquer que si le produit de deux idéaux
I et J est contenu dans un idéal premier p alors I C p ou J C p). Si m est un
idéal maximal de A, montrer qu’il existe un unique entier e = e, > 1 tel que
meé = me—l—l et me—l # me.

¢) Soient my,...,m, les idéaux maximaux de A. Montrer que [i_, m;™ = 0.

d) Montrer que le morphisme canonique A — @/_; A/m;™ est un isomorphisme.

Exercice 7 Soient F' et G deux éléments non nuls et premiers entre eux de k[X, Y.
Posons d; = deg F' et dy = deg G les degrés totaux de F et G.

a) Soit d > 0 et soit k[X, Y], I'ensemble des polynomes de k[X, Y] de degré total
inférieur ou égal a d. Calculer la dimension du k-espace vectoriel k[X,Y],.

b) Soit d > dy + ds. On note Wy C k[X,Y]; Uensemble des éléments de la forme
AF + BG ou deg A < d — dy et deg B < d — dy. Calculer la dimension de Wy
et en conclure que dimy k[ X, Y]/(F,G) < dyds.

¢) On note Fy, et Gg, les termes dominants de F' et G. Montrer que si V(F) et

V(G) ne s’intersectent pas a l'infini, les polynoémes Fjy, et Gy, sont premiers
entre eux.

d) Montrer que si V(F') et V(G) ne s’intersectent pas a 'infini, on a

Exercice 8 Soit p un nombre premier et soit ¢ une puissance de p. On note F, le
corps fini & ¢ éléments. Si n > 1, calculer le cardinal de I’ensemble Pg, .

Exercice 9 Soit k£ un corps algébriquement clos de caractéristique p, ou p est un
nombre premier. Soit I C k[Xi,...,X,] un idéal engendré par des éléments de
F,[X1,...,X,]. Montrer que lapplication (z1,...,z,) +— (z¥,...,2F) induit une
application polynomiale bijective de V' (/) dans V(I) mais que c’est un isomor-
phisme si et seulement si V' (/) est fini.



