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Introduction

Soit F un corps de nombres. Fixons Q une clôture algébrique de Q contenant F . L’étude
des représentations linéaires du groupe profini Gal(Q/F ) est un problème fascinant en
théorie algébrique des nombres, ne serait-ce que parce qu’un des moyens les plus effi-
caces de comprendre un groupe est de comprendre sa théorie des représentations. Comme
ce groupe est profini, il est beaucoup plus intéressant de considérer ses représentations
continues sur des Qp-espaces vectoriels. De telles représentations abondent en géométrie
arithmétique mais la théorie des représentations automorphes des groupes réductifs per-
met également de construire ces représentations. Rappelons d’abord brièvement le lien
entre ces deux types de représentations. Soit AF l’anneau des adèles de F . Une représen-
tation automorphe cuspidale (π,H) de GLn est une représentation unitaire irréductible
du groupe GLn(AF ) sur un espace de Hilbert H, isomorphe à une sous-représentation de
l’espace L2

cusp(GLn(F )\GLn(AF )/Z(AF ), ω) muni de l’action de GLn(AF ) par translation
à droite, Z désignant le centre de GLn et ω un caractère unitaire du groupe Z(AF ).

Si (π,H) est une représentation unitaire irréductible, on peut décomposer (π,H) en
« produit tensoriel restreint » de représentations locales. Plus précisément, si pour toute
place v de F , on se donne (πv, Hv) une représentation 1 lisse pré-unitaire irréductible sur
C du groupe topologique GLn(Fv), et si on suppose que, pour presque toute place v, la
représentation (πv, Hv) est sphérique (c’est-à-dire possède un vecteur non nul fixé par le
sous-groupe compact maximal GLn(OFv) de GLn(Kv)), on peut construire une représenta-
tion

⊗′
v πv de GLn(AF ) par le procédé de produit tensoriel restreint. Le complété unitaire

d’une telle représentation est alors un exemple de représentation unitaire irréductible de
GLn(AF ). Réciproquement, on peut montrer que toute représentation unitaire irréductible
(π,H) du groupe GLn(AF ) est de cette forme et que la classe d’isomorphisme de la re-
présentation (πv, Hv), dite composante locale de (π,H), est uniquement déterminée par la
classe d’isomorphisme de (π,H).

Fixons désormais un isomorphisme ι : C ' Qp. On dit qu’une représentation (ρ, V ) du
groupe Gal(Q/F ) sur un Qp-espace vectoriel V de dimension finie est associée à (π,H) si
la représentation (ρ, V ) est non ramifiée en toute place finie v de F telle que (πv, Hv) est
sphérique, et si on a l’égalité
(0.1) det(X − ρ(Frobv)) = ι(Pπv)(X)
où Frobv ∈ Gal(Q/F ) désigne un élément de Frobenius géométrique en v et où Pπv(X)
désigne le polynôme de Satake de πv. Rappelons que la correspondance de Satake éta-
blit une bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations lisses
irréductibles sphériques du groupe GLn(Fv) et les classes de conjugaison semi-simples du
groupe GLn(C), le polynôme Pπv(X) étant alors le polynôme caractéristique de la classe
de conjugaison associée à πv. Le théorème de Čebotarev implique qu’il existe au plus une
représentation continue et semi-simple (ρ, V ) associée à π. Lorsque cette représentation
existe on la note (ρπ, V ).

1. Lorsque v est une place archimédienne, il s’agit plutôt d’un (g,K)-module.
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On ne s’attend pas en général à pouvoir associer une représentation p-adique de Gal(Q/F )
à toute représentation automorphe cuspidale de GLn(AF ). La classe de représentations
(π,H) pour lesquelles (ρπ, V ) est supposée exister a été introduite par Clozel ([35]). Elle
est constituée des représentations automorphes dites algébriques, c’est-à-dire vérifiant une
condition qui dépend de la composante archimédienne π∞ de π. On sait désormais que l’on
peut associer une représentation galoisienne à toute représentation automorphe cuspidale π
lorsque F est un corps totalement réel ou un corps CM. Ce superbe résultat, dont l’origine
se situe dans la théorie du corps de classes et les travaux d’Eichler et Shimura, résulte de
la somme des contributions de nombreux mathématiciens ([42], [29], [70], [36], [57], [74],
[94], [34], [56], [90]).

Cependant il s’avère que, même dans les nombreux cas où l’existence de la flèche (π,H) 7→
(ρπ, V ) est démontrée, notre connaissance de l’information arithmétique qu’elle contient
n’est pas vraiment complète. Il reste encore de nombreux problèmes de compatibilité local-
global à éclaircir, et ceux liés au programme de Langlands p-adique n’en sont pas les
moindres. L’idée, de même que la dénomination, du « Programme de Langlands p-adique »
a été proposée par Christophe Breuil et est fortement inspirée de la conjecture de Langlands
locale. Je vais donc commencer par en donner un bref rappel.

Le problème de la compatibilité local-global peut brièvement se résumer comme suit.
Considérons (π,H) une représentation automorphe cuspidale de GLn(AF ) et (ρπ, V ) la
représentation galoisienne p-adique associée. Soit v une place finie de F . Identifions le
groupe Gal(Fv/Fv) à un sous-groupe de décomposition de Gal(Q/F ) et notons ρπ,v :=
ρπ|Gal(Fv/Fv) la restriction de ρπ à Gal(Fv/Fv). On obtient une classe d’isomorphisme de
représentations p-adiques du groupe Gal(Fv/Fv) qui ne dépend pas du choix de groupe
de décomposition. Lorsque la représentation locale (πv, Hv) est sphérique, la relation (0.1)
montre que la classe d’isomorphisme de la semi-simplifiée de (ρπ,v, V ) est entièrement
déterminée par (πv, Hv) (et réciproquement la donnée de (ρπ,v, V ) détermine (πv, Hv)). En
général, la dépendance de la représentation locale (ρπ,v, V ) en (π,H) est plus compliquée à
déterminer. La formulation d’une compatibilité local-global lorsque v ne divise pas p est due
à Langlands. Il a en effet conjecturé que lorsque v ne divise pas p, les classes d’isomorphisme
de (πv, Hv) et de (la Frobenius semi-simplifiée) (ρπ,v, V ) se déterminent mutuellement. En
particulier, la classe d’isomorphisme de (ρπ,v, V ) ne dépend pas vraiment du choix du
nombre premier p apparaissant dans les coefficients de la représentation (ρπ, V ). Pour plus
de précision, rappelons qu’il découle du théorème de monodromie locale de Grothendieck
que l’on peut associer à toute représentation p-adique (r, V ) « Frobenius semi-simple » du
groupe Gal(Fv/Fv) une représentation (WD(r),W ) du groupe de Weil-Deligne de Fv sur
un C-espace vectoriel W de dimension finie. La correspondance de Langlands prend alors
la forme d’une bijection

IrrC(GLn(Fv))↔WDn(Fv)
(πv, Hv)↔ (WD(πv),W )

(0.2)
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où IrrC(GLn(Fp)) est l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles
du groupe GLn(Fv) et WDn(Fv) l’ensemble des C-représentations Frobenius semi-simples
de dimension n du groupe de Weil-Deligne de Fv. On attend de cette bijection le respect
d’une règle de compatibilité local-global, ce qui signifie que pour toute place v de F ne
divisant pas p, il devrait exister un isomorphisme

WD(ρπ,v, V ) ' (WD(πv),W ).
L’existence de la correspondance de Langlands locale est maintenant connue grâce aux tra-
vaux de Harris-Taylor ([57]) et Henniart ([59]). La compatibilité local-global est également
connue dans un nombre important de cas ([73], [29], [57], [94], [26] etc.).

Cependant la correspondance de Langlands locale telle qu’énoncée ci-dessus n’est pas
suffisante pour décrire les représentations galoisiennes locales (ρπ,v, V ) lorsque v|p.

Comme expliqué dans [18], ce problème peut déjà être constaté dans le cas n = 1, où la
construction (π,H) 7→ (ρπ, V ) est une conséquence de la théorie du corps de classes. Afin
d’expliquer le type de problème qui apparaît ici, il est bon d’introduire quelques éléments
de théorie de Hodge p-adique.

La théorie de Hodge p-adique a pour but l’étude de la catégorie RepQp
Gal(Qp/K) où K

est une extension finie de Qp. Elle tire ses origines de travaux de Tate ([95]) et a connu un
développement spectaculaire suite aux travaux de Fontaine ([53], [54]). Ce dernier a défini
tout un réseau de sous-catégories de la catégorie RepQp

Gal(Qp/K) des représentations
continues de Gal(Qp/K) sur les Qp-espaces vectoriels de dimension finie :

Repcris Gal(Qp/K) ⊂ Repst Gal(Qp/K) ⊂ RepdR Gal(Qp/K) ⊂ RepQp
Gal(Qp/K)

les sous-catégories de représentations respectivement appelées cristallines, semi-stables et
de Rham. Fontaine a également donné une description particulièrement utile de ces sous-
catégories en termes d’objets provenant de l’algèbre linéaire. En voici un exemple. Soit K0
le sous-corps non ramifié maximal de K et σ l’endomorphisme de Frobenius de K0. Un
isocristal filtré surK est un triplet (D,ϕ,Fil•) oùD est unK0-espace vectoriel de dimension
finie, ϕ est un automorphisme σ-linéaire de D, appelé automorphisme de Frobenius, et Fil•
est une Z-filtration décroissante séparée et exhaustive du K-espace vectoriel K ⊗K0 D,
appelée filtration de Hodge. En désignant par MFK la catégorie des isocristaux filtrés sur
K, il existe un foncteur pleinement fidèle

Dcris : Repcris Gal(Qp/K) −→ MFK
dont l’image essentielle peut-être décrite explicitement. Une description similaire existe
pour la catégorie des représentations semi-stables, mais il faut ajouter un opérateur nil-
potent sur les isocristaux filtrés. Le théorème de monodromie p-adique (dont la preuve
résulte des travaux de André, Berger, Mebkhout et Kedlaya) nous apprend alors que toute
représentation de de Rham devient semi-stable après restriction à un sous-groupe ouvert
de Gal(Qp/K). Une représentation p-adique de de Rham (r, V ) de Gal(Qp/K) peut donc
être entièrement décrite par un isocristal filtré Dpst(V ) muni d’un opérateur de monodro-
mie et d’une donnée de descente. Cette donnée de descente est une action d’un quotient
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fini du groupe Gal(Qp/K) vérifiant un certain nombre de compatibilités avec les données
précédentes.

La question qui est à l’origine du Programme de Langlands p-adique est alors la sui-
vante. Soient (π,H) une représentation automorphe algébrique de GLn(AF ) et (ρπ, V ) la
représentation p-adique associée. Si v est une place de F divisant p, que peut-on dire de
la représentation (ρπ,v, V ) ? En général, on s’attend à ce que cette représentation soit de
de Rham. Même en admettant que l’on sache prouver ceci en général, on voudrait égale-
ment pouvoir décrire l’isocristal filtré avec donnée de descente Dpst(V ). Un premier pas
dans cette direction a été fait par Fontaine. Il explique dans [55] comment associer une
représentation de Weil-Deligne à un isocristal filtré muni d’une donnée de descente. Si
WDv(ρπ) désigne la représentation de Weil-Deligne associée à (ρπ,v, V ), on s’attend à ce
que WDv(ρπ) corresponde à la représentation πv de GLn(Fv) via la correspondance de
Langlands locale. Cette attente est même devenu un théorème dans un certain nombre
de situations ([80], [34], [4], [27] etc.). Cependant la construction de WDv(ρπ) à partir
de Dpst(V ) n’utilise pas la filtration de Hodge, ce qui signifie que la donnée de πv n’est
pas suffisante pour caractériser la classe d’isomorphisme de ρπ,v. Lorsque n = 1, ce pro-
blème apparaît déjà. En utilisant la théorie du corps de classes, on se rend compte assez
rapidement que la seule donnée manquante est la donnée des poids de Hodge-Tate de la
représentation ρπ,v. Cependant, dès que n > 2, même la donnée des poids de Hodge-Tate
ne suffit plus à caractériser la filtration de Hodge.

Dans l’optique de retrouver l’information perdue dans le passage aux représentations de
Weil-Deligne, Breuil a imaginé au début des années 2000 que la correspondance de Lan-
glands locale devrait se prolonger en une correspondance de Langlands p-adique. Plus pré-
cisément, l’idée de départ était qu’à une représentation de de Rham (ρ, V ) de Gal(Qp/F ), il
devrait être possible d’associer une représentation unitaire (Π(ρ), B(V )) du groupe GLn(F )
sur un espace de Banach p-adique dont la construction utilise et mémorise la donnée de
la filtration de Hodge sur Dpst(V ). La compatibilité avec la correspondance de Langlands
locale de Harris-Taylor et Henniart est la suivante. Si πsm(ρ) désigne la représentation lisse
associée à WD(ρ) en utilisant (0.2) et si πalg(ρ) désigne la représentation algébrique dont
le plus haut poids est donné par les poids de Hodge-Tate de (ρ, V ), alors la représenta-
tion πalg(ρ)⊗ πsm(ρ) devrait apparaître comme une sous-représentation de (Π(ρ), B(V )) 2.
Les premières constructions de telles représentations Π(ρ) pour le groupe GL2(Qp) ont été
faites dans les articles [13], [14], [15] et [20]. Un peu plus tard, Colmez s’est rendu compte
qu’il était possible de construire directement une représentation unitaire de GL2(Qp) sur
un espace de Banach à partir de la donnée d’un (ϕ,Γ)-module de rang 2 3. En même temps,
il a montré que par ce procédé, il était possible d’associer une représentation unitaire de
Banach p-adique de GL2(Qp) à toute représentation p-adique de Gal(Qp/Qp), même celles
qui ne sont pas de de Rham. En poussant un peu plus loin sa construction, il fut finalement
capable de décrire un procédé permettant de construire complètement la correspondance

2. Lorsque la représentation πsm(ρ) n’est pas générique, il faut légèrement la modifier ([48]).
3. Les (ϕ,Γ)-modules sont encore d’autres objets définis par Fontaine et issus de la théorie de Hodge

p-adique.
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de Langlands p-adique pour le groupe GL2(Qp). La correspondance de Langlands p-adique
prend la forme suivante et est une conséquence des travaux cumulés de Berger, Breuil,
Colmez, Dospinescu, Emerton, Kisin, Paškūnas. . .([9], [38], [68], [40]).

Soit L une extension finie de Qp. À toute représentation (ρ, V ) du groupe Gal(Qp/Qp)
sur un L-espace vectoriel V de dimension 2, on peut associer une représentation unitaire
(Π(ρ), B(V )) de GL2(Qp) sur un L-espace de Banach B(V ) telle que

— la représentation (ρ, V ) est absolument irréductible si et seulement si c’est le cas de
la représentation (Π(ρ), B(V )) ;

— la correspondance (ρ, V ) 7→ (Π(ρ), B(V )) induit une bijection entre classes d’équiva-
lence de représentations absolument irréductibles de dimension 2 et classes d’équiva-
lence de représentations supercuspidales ;

— la représentation (ρ, V ) est indécomposable si et seulement si la représentation (Π(ρ), B(V ))
l’est aussi ;

— la représentation (ρ, V ) est de de Rham et à poids de Hodge-Tate distincts 4 si et
seulement si la représentation B(V ) contient des vecteurs localement algébriques.
Ceux-ci peuvent alors être décrits par la correspondance de Langlands locale et les
poids de Hodge-Tate de (ρ, V ).

Enfin cette correspondance de Langlands p-adique vérifie, et même étend, la propriété de
compatibilité local-global. L’idée que la correspondance de Langlands p-adique se réalise
dans la cohomologie complétée des courbes modulaires construite par Emerton trouve
son origine dans un article de Breuil ([15]). Cette compatibilité local-global a ensuite été
formulée dans un cadre plus général, et démontrée, par Emerton ([48], [49]). Rappelons
brièvement ici ce qu’est la cohomologie complétée. Si N > 3 est un entier, soit X(Npn) la
compactification de la courbe modulaire de niveau Npn. La famille (X(Npn))n>0 est un
système projectif de courbes projectives lisses définies sur Q

· · · −→ X(Npn+1) −→ X(Npn) −→ · · · −→ X(N)

La cohomologie complétée est l’espace de Banach p-adique défini par

H̃1(N,Qp) = lim←−
r

lim−→
n

H1(X(Npn),Z/prZ)⊗Zp Qp,

l’espaceH1(X(Npn),Z/prZ) désignant la cohomologie étale du schémaX(Npn)Q. L’action
du groupe GL2(Qp) sur la tour des courbes modulaires fournit une représentation unitaire
de ce groupe sur H̃1(N,Qp). Cet espace est également muni d’une action continue du groupe
de Galois Gal(Q/Q) commutant à l’action de GL2(Qp). Le théorème de compatibilité
local-global d’Emerton ([49]) nous dit alors que, pour toute représentation continue de
Gal(Q/Q) de dimension 2, impaire et non ramifiée hors de N 5, il existe un isomorphisme

4. autrement dit la filtration de Hodge est un drapeau complet.
5. et telle que la réduction modulo p de ρ soit absolument irréductible.
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de représentations de GL2(Qp)

HomGal(Q/Q)(ρ, H̃
1(N,Qp)) ' Π(ρ|Gal(Qp/Qp))⊗

 ⊗
`|N,` 6=p

π`(ρ`)Γ`(N)

 .
À l’heure actuelle, l’extension d’une telle correspondance à d’autres groupes, tels que

GLn(Qp) pour n > 3 ou même GL2(K) pour K 6= Qp, est loin d’être évidente. Une pre-
mière indication est que la construction de Colmez permet d’associer une représentation
continue du sous-groupe des matrices triangulaires de GL2(Qp) à tout (ϕ,Γ)-module, non
nécessairement de rang 2 ! (voir à ce sujet, [8] et [10]) Il semble très compliqué d’obtenir une
L-représentation de Banach du groupe GLn(Qp) à partir d’un (ϕ,Γ)-module de rang n en
utilisant un tel procédé. Des généralisations de la construction de Colmez ont été proposées
par Schneider-Vignéras-Zábrádi et Breuil ([87], [97], [88], [19]) mais de nombreuses ques-
tions concernant la finitude des objets construits sont encore ouvertes. Ensuite, il paraît
désormais clair que la formulation de la correspondance p-adique, si elle existe, ne pourra
pas être aussi simple. Un des problèmes est que nos connaissances sur la classification des
représentations continues des groupes de Lie p-adiques sur des espaces de Banach p-adiques
sont encore très partielles. Paškūnas ([79]) a par exemple donné une classification des re-
présentations de Banach p-adiques unitaires irréductibles admissibles du groupe GL2(Qp),
mais cette classification repose entièrement sur la correspondance de Langlands p-adique
et tout particulièrement sur l’existence du foncteur de Colmez ! Il est de toute façon prouvé
que, même dans le cas du groupe GL2(K), la catégorie des représentations de Banach p-
adiques contient beaucoup trop d’objets, notamment des représentations irréductibles qui
n’ont a priori rien à voir avec les représentations galoisiennes.

Même en ignorant s’il existe une correspondance de Langlands p-adique pour le groupe
GLn(Qp), il reste possible d’étudier les représentations de Banach p-adiques de ce groupe
dans la cohomologie complétée des variétés de Shimura. Dans un travail récent en colla-
boration avec Breuil et Hellmann ([23]), nous prouvons le résultat de compatibilité local-
global suivant. Nous nous intéressons au cas où F est un corps de nombres CM et où
(π,H) est une représentation automorphe cuspidale provenant par changement de base
d’un groupe unitaire G défini sur le sous-corps totalement réel maximal de F et tel que
G(R) est compact. Les variétés de Shimura associées au groupe G sont des ensembles finis
et la cohomologie complétée H̃0 est dans ce cas un espace de fonctions p-adiques continues
sur un ensemble profini. On peut malgré tout donner un sens au sous-espace isotypique
H̃0[ρπ]. Il est muni d’une action du groupe GLn(Fv) pour toute place v divisant p. Dans
l’article [23], nous nous intéressons au cas où la représentation ρπ,v est cristalline 6. Nous
ne parvenons pas tout à fait à prouver que la représentation H̃0[ρπ] permet de retrouver la
filtration de Hodge sur Dcris(ρπ,v), mais nous démontrons une conjecture de [16] qui prédit
que la position de cette filtration de Hodge dans la stratification de Schubert de la variété
de drapeaux peut se lire explicitement sur la représentation H̃0[ρπ]. Ce résultat illustre

6. ... et faisons également un certain nombre d’autres hypothèses.
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l’apport de la correspondance de Langlands p-adique puisque la représentation localement
algébrique πalg(ρπ,v)⊗ πsm(ρπ,v) ne contient aucune information concernant la position de
la filtration de Hodge.

Les travaux que je vais présenter dans ce mémoire s’articulent tous autour du fil conduc-
teur consistant à comprendre la catégorie des représentations de Banach p-adiques de
groupes de Lie p-adiques au-delà du groupe de GL2(Qp). Ils peuvent se répartir essentiel-
lement en deux catégories : méthodes locales et méthodes globales. Les méthodes locales
consistant surtout à étudier les propriétés des représentations de Banach p-adiques d’un
groupe de Lie p-adique, ainsi que les constructions qui en découlent. Les méthodes glo-
bales consistent à étudier directement une représentation de Banach p-adique issue de la
théorie des formes automorphes p-adiques. Plus précisément, il s’agit d’étudier des géné-
ralisations de l’espace HomGal(Q/Q)(ρ, H̃

1(N,Qp)), essentiellement dans le cas des formes
automorphes p-adiques de groupes unitaires compacts à l’infini.

1. Représentations des groupes de Lie p-adiques

1.1. Représentations p-adiques continues. Cette partie contient des notions générales
sur les représentations de Banach p-adiques des groupes de Lie p-adiques, essentiellement
issues de [82].

1.1.1. Définitions. SoitG un groupe de Lie p-adique. Il s’agit d’un groupe topologique muni
d’une structure de variété analytique p-adique pour laquelle l’application (x, y) 7→ xy−1 est
analytique. Par exemple, le groupe topologique GLn(Qp) est un groupe de Lie p-adique.
Plus généralement si G est un groupe algébrique défini sur Qp, le groupe topologique G(Qp)
est un groupe de Lie p-adique.

Lorsque L est une extension finie de Qp, on appelle L-espace de Banach un L-espace
vectoriel topologique séparé complet dont la topologie est donnée par une norme (on ne
fixe pas une telle norme). Une L-représentation de Banach de G est un couple (Π, B) où
B est un L-espace de Banach et Π est un morphisme continu de G dans le groupe des
automorphismes continus de B.

On définit alors la catégorie des L-représentations de Banach de G, notée RepLG, comme
la catégorie dont les objets sont les L-représentations de Banach de G. L’ensemble des
flèches de (Π1, B1) vers (Π2, B2) est le L-espace vectoriel des applications linéaires continues
G-équivariantes de B1 dans B2. Cette catégorie, notée RepQp

(G), est naturellement une
catégorie additive L-linéaire. Ce n’est jamais une catégorie abélienne.

Une représentation p-adique unitaire 7 de G est une L-représentation de Banach (Π, B)
de G telle qu’il existe sur B une norme continue invariante sous l’action de G. Lorsque G
est compact, toutes les L-représentations de Banach de G sont unitaires, mais c’est loin
d’être le cas en général.

7. Il serait plus correct de parler de représentation unitarisable.
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1.1.2. Algèbre des mesures et représentations admissibles. Si le groupe de Lie p-adique G
est compact, on définit l’espace des mesures sur G à coefficients dans L comme le dual
continu ΛL(G) de l’espace C(G,L) des fonctions continues de G dans L. L’isomorphisme
topologique canonique entre C(G×G,L) et C(G,L)⊗̂LC(G,L) permet de définir, à partir
de deux éléments µ1 et µ2 de C(G), une forme linéaire continue µ1⊗̂µ2 sur C(G × G,L).
L’espace ΛL(G) est alors muni d’une structure d’algèbre, où le produit de deux éléments
µ1 et µ2 est défini par la formule

µ1 · µ2(f) := µ1⊗̂µ2((g1, g2) 7→ f(g1g2)).

Il est aisé de vérifier que ce produit munit ΛL(G) d’une structure de L-algèbre. On munit
alors ΛL(G) de la topologie faible, c’est-à-dire la topologie localement convexe la moins
fine pour laquelle les applications linéaires µ 7→ µ(f) sont continues. Munie de la topologie
faible, l’algèbre ΛL(G) est alors une L-algèbre topologique localement compacte.

Soit (Π, B) une L-représentation de Banach de G. Si v ∈ B, notons ov la fonction
continue de G dans B définie par ov(g) := Π(g)v. En utilisant l’isomorphisme topologique
canonique C(G,B) ' C(G,L)⊗̂LB, chaque élément µ ∈ ΛL(G) définit une application
linéaire continue µB de C(G,B) vers B. Ainsi on peut définir une structure de ΛL(G)-
module sur B en posant µ(v) := µB(ov). Il est aisé de vérifier que ceci définit une structure
de ΛL(G)-module sur B, que pour tout v ∈ B, l’application µ 7→ µ(v) est continue et que
pour tout µ ∈ ΛL(G), l’application v 7→ µ(v) est continue. On dit que B est un ΛL(G)-
module séparément continu. En particulier, le dual topologique faible B′ de B est alors
muni d’une structure de ΛL(G)-module à gauche définie par

∀µ ∈ ΛL(G), ∀λ ∈ B′, µ(λ) := λ ◦ ι(µ)

où ι est l’anti-automorphisme de ΛL(G) défini par composition à droite avec l’opération
inverse de G. Schneider et Teitelbaum ont démontré dans [82] que le foncteur contravariant
(Π, B) 7→ B′ est une anti-équivalence entre la catégorie des L-représentations de Banach
de G et la catégorie des ΛL(G)-modules séparément continus dont l’espace sous-jacent est
localement compact. La définition suivante est également due à Schneider et Teitelbaum.

Définition 1.1. Soit (Π, B) une L-représentation de Banach du groupe G. On dit que
(Π, B) est admissible si le ΛL(G)-module B′ est de type fini.

Remarque 1.2. Si H est un sous-groupe ouvert de G, l’algèbre ΛL(G) est un ΛL(H)-module
à gauche libre de type fini. En particulier un ΛL(G)-module est de type fini si et seulement
si il est de type fini comme ΛL(H)-module. Ceci implique que la représentation (Π, B) est
admissible si et seulement si la représentation (Π|H , B) est admissible.

Soit à présent G un groupe de Lie p-adique, non nécessairement compact. Alors il existe
un sous-groupe de G à la fois ouvert et compact. Soit G0 un tel sous-groupe. On dit qu’une
L-représentation de Banach de G est admissible si sa restriction à G0 l’est au sens de la
définition 1.1. Il découle de la remarque 1.2 que cette définition ne dépend pas du choix de
G0.
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D’après un théorème de Lazard, l’algèbre ΛL(G) est noethérienne. On en déduit alors
que la sous-catégorie pleine de RepLG dont les objets sont les représentations admissibles
est une sous-catégorie abélienne que l’on note Repadm

L (G).

1.1.3. Représentations irréductibles. Soit (Π, B) une L-représentation de Banach de G. On
dit qu’elle est irréductible si B ne possède pas de sous-espace fermé stable par B autre que
B et {0}. Il faut noter qu’il est essentiel de se restreindre aux sous-espaces fermés pour
avoir une notion intéressante. En effet, toute L-représentation de Banach admissible de
dimension infinie sur L possède des sous-espaces non triviaux stables par G. On dit que
(Π, B) est absolument irréductible si pour toute extension finie L′ de L, la représentation
(Π, B ⊗L L′) est irréductible.

L’existence d’un analogue du Lemme de Schur dans notre contexte est une question
naturelle. Le résultat suivant, obtenu en collaboration avec Gabriel Dospinescu y répond
affirmativement.

Théorème 1.3 ([46], Thm. 1.1). Soit (Π, B) une représentation admissible irréductible de
G. Alors le L-espace vectoriel EndG(B) est de dimension finie et il existe une extension finie
L′ de L telle que (Π, L′⊗LB) est isomorphe à une somme directe finie de L′-représentations
absolument irréductibles. Si de plus (Π, B) est absolument irréductible alors EndG(B) est
réduit aux homothéties de B.

Remarque 1.4. L’hypothèse d’admissibilité est ici essentielle. Il existe en effet des Qp-
représentations de Banach du groupe Zp qui sont (topologiquement) irréductibles et dont
l’algèbre d’endomorphismes est de dimension infinie ([43]).

Le cas où le groupe G est commutatif est déjà intéressant. Supposons en effet que G
soit commutatif et compact. On se ramène assez facilement au cas où le groupe G est
compact et sans torsion, autrement dit isomorphe à Zrp pour un certain entier r. Dans
ce cas, la transformée d’Amice fournit un isomorphisme entre ΛL(G) et l’algèbre L ⊗OL
OL[[X1, . . . , Xr]] des séries formelles à r variables et à coefficients bornés. Dans ce cas,
le théorème 1.3 est alors une conséquence de la classification des ΛL(G)-modules simples,
autrement dit des idéaux maximaux de ΛL(G). Il découle effectivement du théorème des
zéros de Hilbert couplé au théorème de préparation de Weierstraß pour les séries formelles
que ces idéaux maximaux sont de codimension finie dans ΛL(G).

Le cas où G = GL2(Qp) et où (Π, B) est unitaire est dû à Paškūnas ([79]) et utilise
de façon essentielle la correspondance de Langlands p-adique, connue uniquement dans
ce cas. Notre preuve du théorème repose sur un analogue affinoïde du Lemme de Quillen
dû à Ardakov et Wadsley ([3, Cor. 8.6]) et dont la preuve fait appel à des techniques de
micro-localisation algébrique. On peut ainsi penser à cette approche comme à une version
non commutative de la stratégie reposant sur le théorème des zéros de Hilbert.

Un autre ingrédient essentiel de la preuve est la théorie des représentations localement
analytiques de G, développée par Schneider et Teitelbaum.
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1.2. Représentations localement analytiques. Soient B un espace de Banach p-adique
et f une fonction continue de G dans B. On dit que f est localement analytique si, locale-
ment sur B, f est donnée par une série convergente à coefficients dans B. On note Can(G,B)
le sous-espace de C(G,B) constitué des fonctions localement analytiques. Lorsque G est
compact, l’espace des fonctions localement analytiques de G dans B peut s’écrire naturel-
lement comme une limite inductive filtrante d’espaces de Banach p-adiques avec flèches de
transitions injectives et compactes. Muni de la topologie localement convexe limite induc-
tive, un tel espace vectoriel topologique est dit de type compact. Il est en particulier séparé
et complet. L’inclusion de Can(G,B) dans C(G,B) est continue mais n’est pas stricte : la
topologie de Can(G,B) n’est pas la topologie induite par la topologie de C(G,B).

Soit à présent (Π, B) une L-représentation de Banach de G. Un vecteur v de B est dit
localement analytique si l’application continue ov est dans Can(G,B). On vérifie aisément
que l’ensemble Ban des vecteurs localement analytiques de B forme un sous-espace L-
vectoriel de B.

Dans [83], Schneider et Teitelbaum définissent une L-représentation localement analy-
tique de G comme un couple (π, V ) où V est un L-espace vectoriel localement convexe de
type compact et π est un morphisme de G vers le groupe des automorphismes linéaires de
V tel que l’application G×V → V soit continue et que pour tout v ∈ V , l’application orbite
de G dans V est localement analytique. On note Repan

L G la catégorie des L-représentations
localement analytiques de G.

1.2.1. Algèbre des distributions et représentations admissibles. On note D(G,L) le dual
continu 8 de l’espace Can(G,L) des fonctions localement analytiques sur G. Ses éléments
sont appelés distributions sur G. De façon similaire au cas des mesures, on montre que
D(G,L) est muni d’une structure d’algèbre. Comme pour les L-représentations de Banach,
on montre que si (π, V ) est une représentation localement analytique de G, le dual fort V ′
de l’espace vectoriel topologique V est muni d’une structure naturelle de D(G,L)-module
à gauche. De plus cette construction induit une anti-équivalence de catégories entre la
catégorie des représentations localement analytiques de G et la catégorie des D(G,L)-
modules séparément continus dont l’espace sous-jacent est un espace de Fréchet nucléaire
(voir [83, Cor. 3.3] pour plus de détails).

On note Repan
L G la catégorie dont les objets sont les représentations localement analy-

tiques de G et les flèches les applications continues G-équivariantes. Comme RepLG, ce
n’est pas une catégorie additive. Il reste donc à construire une sous-catégorie abélienne na-
turelle de représentations admissibles. La difficulté est ici qu’en général l’algèbre D(G,L)
n’est pas noethérienne, même lorsque le groupe G est compact. Un exemple instructif est
le cas du groupe G = Zp. La transformée d’Amice permet d’identifier l’algèbre des distri-
butions D(Zp, L) à l’algèbre des fonctions analytiques rigides sur le disque unité ouvert.
Cet anneau n’est pas noethérien : il contient par exemple la fonction log(1+z) et pour tout
n > 1, la fonction (1 + z)pn − 1 divise la fonction log(1 + z). La suite des idéaux engendrés

8. muni de la topologie forte.
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par les fonctions log(1 + z)/((1 + z)pn − 1) forme alors une suite strictement croissante
d’idéaux de D(Zp, L). Cependant il existe une catégorie abélienne de D(Zp, L)-modules
contenant beaucoup d’objets intéressants. En effet, le disque unité ouvert est un espace
rigide analytique de Stein. Or un théorème de Kiehl nous assure que, pour un tel espace
X, le foncteur M 7→ Γ(X,M) est un foncteur exact et pleinement fidèle de la catégorie
des faisceaux cohérents sur X dans la catégorie des Γ(X,OX)-modules. L’image essen-
tielle de ce foncteur est en particulier une catégorie abélienne de Γ(X,OX)-modules, dits
co-admissibles. Dans l’article [85], Schneider et Teitelbaum étendent la notion de module
co-admissible au cas non commutatif pour des algèbres topologiques dites de Fréchet-Stein.
Ils prouvent par ailleurs que lorsque G est un groupe compact, l’algèbre D(G,L) est une
algèbre de Fréchet-Stein. Si A est une algèbre de Fréchet-Stein, la catégorie des A-modules
co-admissibles est une sous-catégorie abélienne de la catégorie des A-modules contenant
tous les A-modules de présentation finie.

Remarque 1.5. Lorsque le groupe G est un groupe de Lie p-adique commutatif, le foncteur
associant à toute L-algèbre affinoïde A le groupe Hom(G,A×) des morphismes continus de
G dans A× est représentable par un espace rigide analytique noté Ĝ. Il est appelé espace
des caractères de G. De plus lorsque le groupe G est compact, l’espace Ĝ est un espace de
Stein et il existe un isomorphisme topologique canonique

D(G,L) ' Γ(Ĝ,O
Ĝ

).
Lorsque G = Zp, on retrouve la transformée d’Amice. Via cet isomorphisme, la catégo-
rie des D(G,L)-modules co-admmissibles s’identifie à la catégorie des Γ(Ĝ,O

Ĝ
)-modules

isomorphes à l’espace des sections globales d’un faisceau cohérent sur Ĝ. Le foncteur des
sections globales induit une équivalence entre la catégorie des faisceaux cohérents sur Ĝ et
cette catégorie de modules, qui est donc abélienne.

Le théorème 1.3 possède une version localement analytique.

Théorème 1.6 ([46], Thm. 1.1). Soit (π, V ) une représentation localement admissible ir-
réductible de G. Alors le L-espace vectoriel EndG(V ) est de dimension finie et il existe une
extension finie L′ de L telle que (π, L′⊗L V ) est somme directe finie de représentations lo-
calement analytiques admissibles absolument irréductibles. Si de plus (π, V ) est absolument
irréductible, on a EndG(V ) = L.

Comme annoncé précédemment la preuve du théorème 1.3 (ainsi que beaucoup de résul-
tats présentés dans ce mémoire) utilise de façon essentielle le fait que toute L-représentation
de Banach admissible possède beaucoup de vecteurs localement analytiques. Plus précisé-
ment, on utilise le résultat suivant dû à Schneider et Teitelbaum ([85]).

Théorème 1.7. Soit G un groupe de Lie compact. Alors l’algèbre D(G,L) est un ΛL(G)-
module fidèlement plat.

Corollaire 1.8. Si G est un groupe de Lie p-adique et (Π, B) est une L-représentation
de Banach admissible de G, l’espace Ban est dense dans B. De plus la représentation
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localement analytique (Π|Ban , Ban) est admissible et, pour tout sous-groupe compact ouvert
G0 de G, il existe un isomorphisme canonique

D(G0, L)⊗ΛL(G0) B
′ ∼−→ (Ban)′.

Sous les hypothèses du corollaire 1.8, le D(G0, L)-module (Ban)′ est non seulement ad-
missible, mais aussi de présentation finie. De plus le foncteur (Π, B) 7→ (Π|Ban , Ban) de la
catégorie Repadm

L (G) vers la catégorie Repan,adm
L (G) est exact.

1.2.2. Action infinitésimale sur les vecteurs localement analytiques. Soit G un groupe de
Lie p-adique. Notons g := Lie(G) son algèbre de Lie. Si x est un élément de g, on définit
endomorphisme Lx de Can(G,L) en dérivant l’action de G par translation à gauche :

Lx(f)(g) := d
dt (f(exp(−tx)g)) |t=0.

On vérifie aisément que x 7→ Lx définit un morphisme d’algèbres de Lie de g dans Endcont(Can(G,L)).
On obtient alors une forme L-linéaire continue ι(x) de Can(G,L) en posant

ι(x)(f) := L−x(f)(1).
L’application ι est un morphisme d’algèbres de Lie de g vers D(G,L) qui se prolonge donc
en un morphisme de Qp-algèbres de U(g) vers D(G,L). Nous notons UL(g) := L⊗Qp U(g)
et en déduisons un morphisme de L-algèbres de Lie UL(g)→ D(G,L).

On en déduit que si (π, V ) est une représentation localement analytique de G, il existe
une structure de UL(g)-module sur V déduite de la structure de D(G,L)-module sur V et
du morphisme ι. Comme c’est le cas pour l’action des éléments de D(G,L), les éléments
de UL(g) agissent sur V par des endomorphismes continus.

Notons ZL(g) le centre de l’anneau UL(g). Une conséquence évidente du théorème 1.6
est que le centre ZL(g) agit sur une représentation localement analytique de G admissible
et absolument irréductible par un caractère. Il est alors naturel de se demander s’il en
est de même lorsque (π, V ) est obtenue à partir des vecteurs localement analytiques d’une
L-représentation de Banach admissible et absolument irréductible. Plus précisément, soit
(Π, B) une L-représentation de Banach, admissible et absolument irréductible deG. D’après
le corollaire 1.8, le sous-espace des vecteurs localement analytiques Ban est dense dans B.
Ceci implique que l’application de restriction EndG(B) → EndG(Ban) est injective. La
conjecture suivante est formulée dans [46].

Conjecture 1.9. Soit (Π, B) une représentation admissible irréductible de G. Alors EndL(B) =
EndL(Ban) = L. En particulier le centre Z(g) agit sur Ban par un caractère.

Cette conjecture ne se déduit pas de la densité de Ban dans B. En effet, la topologie de
Ban, pour laquelle les éléments de UL(g) agissent continûment, est en général strictement
plus fine que la topologie de B. En général, la structure de UL(g)-module sur Ban ne
s’étend pas par continuité à B. Il n’est donc pas possible de faire appel au théorème
1.3 pour résoudre ce problème. Notons de plus que lorsque (Π, B) est irréductible, ce
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n’est pas nécessairement le cas de (Π|Ban , Ban). L’utilisation du théorème 1.6 est donc
impossible pour aborder cette question. Certains cas particuliers de cette conjecture sont
déjà connus. Lorsque G = GL2(Qp) et (Π, B) est unitaire, Dospinescu a prouvé que le
centre ZL(g) agit sur Ban par un caractère ([45, Thm. 1.4]). De même l’égalité entre les
algèbres d’endomorphismes est une conséquence d’un résultat de Colmez et Dospinescu
sur le complété unitaire universel de la représentation (Π|Ban , Ban) ([39, Cor. 0.4]). Ces cas
sont particuliers au groupe GL2(Qp) car ils utilisent de façon essentielle la correspondance
de Langlands p-adique.

Avec Dospinescu, nous avons cependant noté qu’il serait possible de déduire la conjecture
1.9 du théorème 1.3 à condition de pouvoir répondre positivement à la question suivante :
Question : Soit (Π, B) une L-représentation de Banach admissible de G. L’image de l’ap-
plication de restriction EndG(B)→ EndG(Ban) est-elle dense pour la topologie canonique
de EndG(Ban) ?

Rappelons brièvement ce qu’est la topologie canonique de EndG(Ban) (voir la preuve
de [46, Thm. 3.13]). Soit G0 un sous-groupe compact ouvert de G. Comme le D(G0, L)-
module (Ban)′ est de présentation finie, il est muni de la topologie canonique déduite de la
topologie de D(G0, L). Fixons par ailleurs une présentation de (Ban)′ :

D(G0, L)r1 −→ D(G0, L)r0 −→ (Ban)′ −→ 0
Un tel choix de présentation identifie EndD(G0,L)((Ban)′) à un sous-espace fermé de HomD(G0,L)(D(G0, L)r0 , (Ban)′) '
(Ban)′r0 . La topologie induite sur EndD(G0,L)((Ban)′) ne dépend pas du choix de présen-
tation ci-dessus. On utilise alors l’isomorphisme entre EndG0(Ban) et EndD(G0,L)((Ban)′)
pour définir la topologie de EndG0(Ban). On vérifie finalement que EndG(Ban) s’identifie à
un sous-espace fermé de EndG0(Ban). Cela implique que la topologie induite sur EndG(Ban)
par EndG0(Ban) ne dépend pas du choix de G0 dans G.

La réponse à la question ci-dessus est positive lorsque G est un groupe commuta-
tif. La commutativité de G implique en effet que EndG(B) est un ΛL(G0)-module, et
même un ΛL(G0)-module de type fini. De même, EndG(Ban) est un D(G0, L)-module et
EndG0(Ban) ' D(G0, L) ⊗ΛL(G0) EndG(B). La conclusion est une conséquence immédiate
de la densité de ΛL(G0) dans D(G0, L). Cependant, même lorsque G = GL2(Qp), le pro-
blème reste ouvert.

1.2.3. Induction parabolique. La construction de L-représentations de Banach admissibles
est un problème difficile. Dans un premier temps, il est naturel de faire appel à un procédé
familier en théorie des représentations : l’induction parabolique.

Soit K une extension finie de Qp. Supposons désormais que G est le groupe des K-
points d’un groupe réductif connexe G défini sur K. Soit P un sous-groupe parabolique et
P := P (K). Si NP est le radical unipotent de P et MP un sous-groupe de Levi de P , on
pose encore NP := NP (K) et MP := MP (K). Soit (θ,B) une L-représentation de Banach
admissible de MP . En composant θ avec la surjection de P sur MP , on munit l’espace B
d’une représentation continue admissible de P . On note alors IndGP B l’espace des fonctions
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continues f de G dans B qui vérifient la relation
∀g ∈ G, ∀p ∈ P, f(gp) = θ(p−1)(g).

On note IndGP θ l’action de G sur IndGP B définie par translation à gauche :
IndGP θ(g)f := f(g−1·)

L’application quotient G→ G/P possède une section continue et le quotient G/P est com-
pact. L’espace IndGP B est donc naturellement isomorphe à l’espace des fonctions continues
de G/P dans B et possède une structure de L-espace de Banach (qui ne dépend pas du
choix de la section). De plus, on vérifie aisément que l’action de G sur IndGP B est continue
et que la représentation (IndGP θ, IndGP B) est admissible. Lorsque la représentation (θ,B)
est unitaire, il en est de même de la représentation IndGP θ.

Pour les mêmes raisons que ci-dessus, il existe un analogue du procédé d’induction pa-
rabolique dans le cadre des représentations localement analytiques admissibles. Si (V, π)
est une représentation localement analytique admissible 9 de MP , on note IndG,an

P θ la re-
présentation localement analytique admissible de G obtenue par l’exact analogue du pro-
cédé décrit précédemment. Par ailleurs, il est facile de vérifier que si (θ,B) est une L-
représentation de Banach admissible de MP , il existe un isomorphisme canonique entre
IndG,an

P θ et (IndGP θ)an.
L’étude de ces représentations induites a été entreprise en premier lieu par Schneider

et Teitelbaum lorsque K = Qp, G = GL2, P est un sous-groupe de Borel de G et θ
est une représentation irréductible de MP . On peut déduire des résultats de Schneider et
Teitelbaum ([83], [84], [82]) que la représentation IndGB θ est irréductible si et seulement si
le caractère θ−1 n’est pas algébrique dominant. Lorsque θ−1 est algébrique dominant, le
sous-espace de IndGB θ dont les éléments sont des fonctions polynomiales sur G est stable
par G et isomorphe à la représentation algébrique irréductible L(θs) de plus haut poids
θs 10. Le quotient IndGP θ par ce sous-espace est alors irréductible. Lorsque θ est le caractère
trivial, ce quotient est noté StG et appelé représentation de Steinberg continue de G. On
peut montrer que la suite exacte

0 −→ L(θs) −→ IndGP θ −→ IndGP θ/L(θs) −→ 0
est non scindée.

Dans le cas localement analytique la situation est un peu plus compliquée. Schneider
et Teitelbaum montrent que la représentation IndG,an

P θ est irréductible si et seulement
si le caractère θ−1 n’est pas localement algébrique dominant. Lorsque θ est localement
algébrique, on peut l’écrire de façon unique sous la forme d’un produit θalgθsm où θalg est
algébrique et θsm est un caractère lisse, c’est-à-dire localement constant. Supposons que
θ−1

alg est dominant. Notons IndG,smP θsm la représentation lisse induite de θsm de P à G et

9. Même lorsque K 6= Qp, nous prenons le parti de considérer le groupe G(K) comme une variété
Qp-analytique.
10. Si χ est un caractère du tore MP , χs est le conjugué de χ par l’élément non trivial s du groupe de

Weyl de (GL2,MP ).
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notons L(θsalg) la représentation algébrique (sur Qp) de G de plus haut poids θsalg. Il existe
alors une suite exacte de représentations localement analytiques

(1.1) 0 −→ L(θsalg)⊗L IndG,smP θsm −→ IndG,an
B θ → IndG,an

P θsalgαP θsm −→ 0
où αP est le caractère algébrique donné par l’action adjointe de MP sur Lie(N). Cette
suite exacte est non scindée.

L’étude de l’induction parabolique dans le cadre des représentations lisses nous apprend
que la représentation IndG,smP θ est irréductible si et seulement si le caractère θsm n’est pas
de la forme χ ◦ det ou (χ ◦ det)|αP |p où χ est un caractère lisse de Q×p . Dans ces deux
derniers cas, la représentation IndG,smP θsm est de longueur 2 et se décompose en une suite
exacte non scindée

0 −→ χ ◦ det −→ IndG,smP (χ ◦ det) −→ (χ ◦ det)⊗L Stsm
G −→ 0

0 −→ (χ ◦ det)⊗L Stsm
G −→ IndG,smP (χ ◦ det |αP |p) −→ χ ◦ det −→ 0

Nous voyons déjà sur ce cas particulier que les vecteurs localement analytiques d’une
représentation admissible irréductible de G ne forment pas nécessairement une représenta-
tion irréductible. Par exemple lorsque G = GL2(Qp), la représentation StG est irréductible,
mais on a une suite exacte non scindée :

0 −→ Stsm
G −→ Stan

G −→ IndG,an
P αP −→ 0.

1.2.4. Le foncteur d’Orlik-Strauch. La théorie d’Orlik-Strauch ([78], [16]) a pour but de
généraliser la décomposition donnée par la suite exacte (1.1) au cas où G est un groupe
réductif déployé sur K. Commençons par remarquer que le dual topologique de IndG,an

P θ
est le D(G,L)-module co-induit D(G,L)⊗D(P,L)θ

−1. Après passage au dual, la suite exacte
(1.1) est l’analogue, dans la catégorie des D(G,L)-modules, de la décomposition dans la
catégorie O, du module de Verma UL(g)⊗UL(p) θ

−1
alg donnée par

0 −→ UL(g)⊗UL(p) (θsalg)−1α−1
P −→ UL(g)⊗UL(p) θ

−1
alg −→ L(θ−1) −→ 0.

Fixons B un sous-groupe de Borel de G ainsi que T un sous-tore maximal de B et posons
B = B(K), T = T (K), b := Lie(B) ainsi que t := Lie(T ). . . Rappelons que la catégorie O
est la sous-catégorie pleine de la catégorie des UL(g)-modules de type fini dont les objets
sont à la fois des UL(b)-modules localement finis et des sommes directes de UL(t)-modules
simples de dimension finie sur L. Il s’agit d’une sous-catégorie abélienne de la catégorie
des UL(g)-modules. On note Oalg la sous-catégorie pleine de O constituée des objets dont
les composantes UL(t)-isotypiques proviennent de caractères du tore ResK/Qp

T , autrement
dit de caractères algébriques. Lorsque P est un sous-groupe de G contenant B, on note
Op la sous-catégorie pleine de O dont les objets sont sommes directes de UL(mP )-modules
simples de dimension finie sur L. Finalement on note Op

alg la sous-catégorie pleine de O
dont les objets sont à la fois dans Oalg et dans Op. Soit M est un objet de Oalg. On dit
qu’un sous-groupe parabolique P contenant B est maximal pourM si P est maximal parmi
les sous-groupes paraboliques tels que M est un objet de Op

alg.
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Soit M un objet de Op
alg. On peut munir M d’une unique structure de représentation

localement analytique de P compatible à sa structure de UL(p)-module ([78, 3.4]). En
particulierM possède une structure deD(P,L)-module compatible à sa structure de UL(p)-
module. Soit (π, V ) une représentation lisse admissible du groupe MP . On note encore
(π, V ) la représentation du groupe P obtenue par inflation le long de P �MP . On munit
le L-espace vectoriel V de la topologie localement convexe la plus fine et on note V ′ son
dual topologique muni de la topologie forte. Posons D(g, P ;L) := UL(g)⊗UL(p) D(P,L). Il
s’agit d’un anneau s’identifiant au sous-anneau de D(G,L) des distributions d’ordre fini et
de support P . D’après ce qui précède, l’espace vectoriel M⊗̂LV ′ est muni d’une structure
de D(g, P ;L)-module. On pose alors, comme dans [78, 4.1, 4.4],

FGP (M,π) :=
(
D(G,L)⊗D(g,P ;L) (M⊗̂LV ′)

)′
.

Le résultat suivant est dû à Orlik et Strauch ([78]).

Théorème 1.10. La représentation localement analytique FGP (M,π) est admissible. De
plus le foncteur contravariant M 7→ FGP (M,π) de la catégorie Op

alg vers la catégorie
Repan,adm

L (G) est exact. Le foncteur π 7→ FGP (M,π) de la catégorie Repsm,adm
L (P ) vers

la catégorie Repan,adm
L (G) est exact.

Supposons de plus que P est le plus grand sous-groupe parabolique de G contenant B
tel que M soit isomorphe à un objet de Op

alg et supposons que π est irréductible. Alors la
représentation FGP (M,π) est irréductible 11.

Remarque 1.11. Soit θalg un caractère algébrique de T et θsm un caractère algébrique de
T . Notons M(θalg) le module de Verma UL(g)⊗UL(b) θalg. Il s’agit d’un objet de Oalg. Par
définition, on a un isomorphisme canonique

FGB (M(θ−1
alg), θsm) ' IndG,an

B θalgθsm

Cette construction généralise donc bien l’induction parabolique.

Remarque 1.12. Si P ⊂ Q, on a Oq ⊂ Op et Oq
alg ⊂ O

p
alg. De plus si M est un objet de Oq

alg
et π est une représentation lisse admissible de P , on a, pour tout P ⊂ Q ⊂ P (M) :

FGP (M,π) ' FGQ (M, IndQ,smP π).

Ainsi le théorème 1.10 généralise-t-il complètement la décomposition de Schneider et Tei-
telbaum.

Dans l’article [77], en collaboration avec Sascha Orlik, nous prouvons que les représen-
tations obtenues sont essentiellement deux à deux non isomorphes. Plus précisément, nous
prouvons le résultat suivant.

11. il faut de plus supposer que p > 2 si G a des composantes de type B, C ou F4 et même p > 3 si G a
des composantes de type G2.
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Théorème 1.13 ([77], Cor. 3.6). Soient M1 et M2 deux objets simples de la catégorie
Oalg. Notons P1 et P2 les sous-groupes paraboliques standards de G, maximaux respective-
ment pour M1 et M2. Pour i = 1, 2, soit (πi, Vi) un sous-quotient irréductible de l’induite
lisse IndPiB,sm 1. Alors les représentations localement analytiques irréductibles FGP1

(M1, π1)
et FGP2

(M2, π2) sont isomorphes si et seulement si M1 et M2 sont isomorphes (auquel cas
P1 = P2) et (π1, V1) et (π2, V2) sont isomorphes.

La preuve de ce théorème repose sur le calcul des co-invariants pour le groupe N des
représentations FGPi(Mi, πi). Si (π, V ) est une représentation localement analytique de G,
définissons H0(N,V ) comme le plus grand quotient séparé de V sur lequel N agit trivia-
lement. Nous prouvons alors qu’il existe un isomorphisme de représentations localement
analytiques de T :

H0(N,FGPi(Mi, πi)) ' χ−λi ⊗L JN∩MPi
(Vi)

où λi est le plus haut poids du UL(g)-module Mi et JN∩MPi
(Vi) désigne le module de

Jacquet de la représentation lisse Vi de MPi .
Remarque 1.14. En réalité les théorèmes 1.10 et 1.13 sont prouvés dans [78] et [77] dans
le cadre légèrement différent des représentations localement K-analytiques du groupe G,
c’est-à-dire en considérant G comme une variété localement K-analytique. Ces théorèmes
ont été étendus par Breuil dans [16] au cadre des représentations localement Qp-analytiques
du groupe G, seul cas considéré dans ce mémoire.

1.2.5. Décompositions des représentations de Steinberg localement analytiques. Supposons
désormais K = Qp. Je vais présenter ici la décomposition de la représentation de Steinberg
localement analytique, obtenue en collaboration avec Sascha Orlik dans l’article [77].

Définissons Stan
G comme le quotient de la représentation IndG,an

B 1 par le sous-espace∑
B(P⊂G IndG,an

P 1, où P varie parmi les sous-groupes paraboliques de G contenant B. Le
deuxième résultat principal de l’article [77] décrit complètement la série de Jordan-Hölder
de Stan

G . Afin de formuler ce résultat, il me faut introduire quelques notations. Soit ∆
l’ensemble de racines simples de T associé à la paire (B,P ). Les sous-groupes paraboliques
P de G contenant B sont alors en bijection avec les parties I ⊂ ∆. Soit ρ la demi-somme
des racines positives de la paire (B, T ), le groupe de Weyl W de G agit sur l’ensemble des
caractères algébriques de T par la formule w · χ = w(χ+ ρ)− ρ. Si w ∈ W, on note Lw le
U(g)-module simple de plus haut poids w · 0 et on note I(w) la partie de ∆ correspondant
au plus grand sous-parabolique P I(w) (contenant B) tel que Lw soit un objet de OpI(w)

alg .
Enfin, si J ⊂ I sont deux parties de ∆, on note vPIPJ la représentation lisse irréductible
de PI définie comme le quotient de IndPI ,smPJ

1 par
∑
PJ(Q IndPI ,smQ 1. Si w ∈ W , on note

Supp(w) l’ensemble des racines simples α ∈ ∆ dont la réflexion simple correspondante sα
apparaît dans une décomposition réduite de w. Enfin, si w et w′ sont deux éléments de
W , on note m(w′, w) la multiplicité du U(g)-module Lw′ dans la série de Jordan-Hölder
du module de Verma U(g)⊗U(b) w · 0. Le nombre m(w′, w) est calculable explicitement en
fonction des polynômes de Kazhdan-Lusztig.
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Théorème 1.15 ([77], Thm. 4.6). L’espace topologique Stan
G est séparé et l’action de G

induit une structure de représentation localement analytique de G. Si w ∈W et si J ⊂ I(w),
la multiplicité de FGPI(w)

(Lw, v
PI(w)
PJ

) dans Stan
G est donnée par la formule∑

w′∈W Supp(w′)=J
(−1)`(w′)+|J |m(w′, w).

Ce nombre est non nul si et seulement si J ⊂ Supp(w). De plus tous les sous-quotients de
la représentation Stan

G sont de cette forme.

Une étape importante dans la preuve du théorème ci-dessus est l’existence d’une suite
exacte longue de représentations localement analytiques admissibles.

(1.2) 0 −→ 1G −→
⊕
I⊂∆
|∆\I|=1

IndG,an
PI

1PI −→ · · · −→
⊕
I⊂∆
|∆\I|=i

IndG,an
PI

1PI −→ · · ·

· · · −→ IndG,an
B 1B −→ Stan

G −→ 0

Remarque 1.16. En fait, les résultats de [77] sont prouvés dans un cadre légèrement plus
général, en remplaçant IndG,an

B 1B par IndG,an
B θ où θ est un caractère algébrique de T tel

que θw0 est dominant.
Le théorème est prouvé dans [77] dans le cadre un peu plus général des représenta-

tions K-analytiques. Il est certainement possible de généraliser ce résultat au cadre des
représentations localement analytiques du groupe G lorsque K 6= Qp.

1.3. Homologie des groupes discrets cocompacts. Restons dans le cas où G = G(Qp)
pour G un groupe réductif connexe déployé défini sur Qp. Soit Γ ⊂ G un sous-groupe dis-
cret cocompact. Je vais décrire dans cette partie des résultats obtenus en collaboration
avec Jan Kohlhaase concernant l’homologie du groupe Γ sur certaines représentations lo-
calement analytiques de G et leurs applications à une conjecture de Schneider concernant
la cohomologie de systèmes locaux sur les variétés analytiques rigides uniformisées par les
espaces de Drinfel’d.

1.3.1. Homologie de sous-groupes discrets. Le premier de nos résultats est une nouvelle
description des induites paraboliques IndG,an

P θ.
Soit GZp un schéma en groupes réductif connexe déployé sur Zp et BZp un sous-schéma

en groupes de Borel de GZp tels que G ' Spec Qp ×Spec Zp GZp et que B corresponde à
Spec Qp×Spec Zp BZp sous cet isomorphisme. Notons I le sous-groupe d’Iwahori correspon-
dant, c’est-à-dire l’image réciproque de BZp(Fp) sous l’application GZp(Zp) → GZp(Fp).
Soit θ un L-caractère du tore p-adique T . Notons A la représentation IndI,an

B∩I θ. Notons T−
le sous-monoïde de T constitué des éléments t tels que t−1(N ∩ I)t ⊂ N ∩ I. Soit c-indGI A
la sous-représentation de IndGI A dont les éléments sont les fonctions à support compact
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dans G. On construit alors un morphisme de monoïdes t 7→ Ut de T− vers EndI(c-indGI A)
tel que Ut corresponde à une fonction de G dans EndI(A) I-bi-équivariante et de support
It−1I.

La représentation A peut également être identifiée à la sous-représentation de IndG,an
B θ

dont les éléments sont les fonctions à support dans I. On en déduit, par réciprocité de
Frobenius, un morphisme G-équivariant c-indGI A → IndG,an

B θ. On montre alors que ce
morphisme se factorise en un isomorphisme de représentations localement analytiques :

L(θ)⊗L[T−] c-indGI A
∼−→ IndG,an

B θ.

Cependant il est très utile de comprendre la structure de c-indG,an
I θ en tant que L[T−]-

module. Supposons le groupe G semi-simple et adjoint de rang n. Soit ∆ l’ensemble des
racines simples du triplet (G,B, T ) et (βα)α∈∆ l’ensemble des co-poids fondamentaux cor-
respondants. On pose tα := βα(p−1) pour α ∈ ∆. Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 1.17 ([69], Thm. 2.5). La suite d’opérateurs (tα − θ(tα))α∈∆ est c-indGI θ-
régulière et

L[tα; α ∈ ∆]/(tα − θ(tα); α ∈ ∆)⊗L[tα;α∈∆] c-indGI A = L(θ)⊗L[T−] c-indGI A ' IndG,an
B θ.

En particulier, on obtient une résolution de IndG,an
B θ par un complexe de Koszul C•(θ)

de représentations localement analytiques de G tel que Ci(θ) = (c-indG,an
I θ)(

n
i).

Lorsque le groupe Γ est discret, cocompact et sans torsion on déduit immédiatement de
ce résultat que chaque Ci(θ) est un L[Γ]-module libre de type fini et donc que

Hi(Γ, IndG,an
B θ) ' Hi(L⊗L[Γ] C•(θ)).

En particulier on a Hi(Γ, IndG,an
B θ) = 0 sauf si 0 6 i 6 n et Hi(Γ, IndG,an

B θ) est de
dimension finie pour tout i > 0.

En utilisant le fait que tout module simple de la catégorie Oalg est quotient d’un module
de Verma et que tout objet de Oalg est de longueur finie, on déduit le théorème suivant de
la construction d’Orlik et Strauch :

Théorème 1.18. Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant B, soit M un objet
de la catégorie Op

alg et soit π une représentation lisse de P , sous-quotient d’une induite
parabolique lisse du quotient de Levi de P . Alors le L-espace vectoriel Hi(Γ,FGP (M,π)) est
de dimension finie pour tout i > 0 et nul sauf si 0 6 i 6 n.

En remarquant que pour tout t ∈ T−, l’opérateur Ut est un endomorphisme à puissances
bornées de chaque Ci(θ), on déduit du théorème 1.17 le critère d’annulation suivant, valable
même sans supposer que le groupe G est semi-simple et adjoint, mais uniquement réductif
connexe déployé sur Qp.

Théorème 1.19 ([69], Thm. 3.13). Supposons que Γ est un sous-groupe discret cocompact
de G dont l’image dans le plus grand quotient semi-simple et adjoint de G est discrète.
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Soit θ un caractère algébrique de T contenu dans le réseau des racines de (G,T ) dont la
décomposition sur la base des racines simples du triplet (G,B, T ) a au moins un coefficient
strictement positif. On a alors Hi(Γ, IndG,an

B θ) = 0 pour tout i > 0.

1.3.2. Cohomologie des variétés uniformisées par les espaces de Drinfel’d. Soit d > 1 un
entier et soit Ω l’espace de Drinfel’d de dimension d. L’espace Ω est l’ouvert admissible de
l’espace rigide analytique Pd

Qp
défini par

Ω := Pd
Qp
\

⋃
H⊂PdQp

H

où H parcourt les hyperplans définis sur Qp. L’espace Ω est muni d’une action du groupe
PGLd(Qp). Soit Γ un sous-groupe discret cocompact de PGLd+1(Qp) agissant sans point
fixe sur Ω. On peut alors considérer l’espace rigide analytique quotient XΓ := Γ\Ω. Il
s’agit d’une variété rigide analytique propre et lisse sur Qp. Soit V une représentation de
dimension finie du groupe Γ. On noteMΓ le Qp-système local sur XΓ associé au système
local constant V sur Ω muni de la donnée de descente fournie par l’action de Γ sur V .

La cohomologie de de Rham deMΓ est définie par Schneider dans [81] de la façon sui-
vante. Par descente étale, le OΩ-module localement libre V ⊗Qp OΩ muni de sa connexion
canonique descend à XΓ pour donner un OXΓ-module à connexion (EV ,∇V ). La cohomo-
logie de de Rham deMΓ est alors la cohomologie de de Rham de ce module à connexion :

Hq
dR(XΓ,MΓ) := Hq(EV ⊗OXΓ

Ω•).

Lorsque la représentation V contient un Zp-réseau stable par Γ, il a été conjecturé par
Schneider ([81]) et prouvé en général par Scholze ([89]) que la suite spectrale

(1.3) Ep,q1 = Hq(XΓ, EV ⊗OXΓ
Ωp)⇒ Hp+q

dR (XΓ,MΓ)

dégénère.
Lorsque V ne contient pas de Zp-réseau stable par Γ, il peut cependant arriver que cette

suite spectrale ne dégénère pas en E1 ([81]).
Lorsque la représentation provient d’une représentation algébrique irréductible du groupe

PGLd+1, on peut cependant construire une autre suite spectrale. Dans ce cas, le faisceau lo-
calement libre EV est la restriction à Ω d’un faisceau PGLd+1-équivariant sur Pd

Qp
. Comme

Pd
Qp

est isomorphe à l’espace homogène PGLd+1 /P où P désigne un sous-groupe parabo-
lique maximal de PGLd+1, il se trouve que le faisceau EV est associé à la représentation
de P obtenue par restriction de V à P . En considérant une filtration de Jordan-Hölder
judicieuse de V |P , on définit une filtration Fil• de EV telle que chaque Fili est localement
facteur direct de EV . Schneider démontre de plus que la connexion sur EV vérifie la condition
de transversalité de Griffith pour cette filtration, c’est-à-dire

∇V (Fili) ⊂ Fili−1⊗OXΓ
Ω1.
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On définit alors une nouvelle filtration du complexe EV ⊗OXΓ
Ω• en posant

Fili(EV ⊗OXΓ
Ω•) := [Fili ∇V−−→ Fili−1⊗OXΓ

Ω1 ∇V−−→ . . .
∇V−−→ Fili−r ⊗OXΓ

Ωr ∇V−−→ · · · ].

La suite spectrale associée à cette filtration prend alors la forme

(1.4) Ep,q1 = Hq([grp ∇V−−→ · · · ∇V−−→ grp−r ⊗OXΓ
Ωr ∇V−−→ · · · ])⇒ Hp+q

dR (XΓ,MΓ).

La conjecture suivante est formulée dans [81].

Conjecture 1.20. (i) Les filtrations aboutissantes associées aux suites spectrales (1.3)
et (1.4) coïncident.

(ii) La suite spectrale (1.4) dégénère en E1.
(iii) La filtration aboutissante Fil•dR de la suite spectrale (1.4) est transverse à la filtration

de monodromie Fil•Γ, définie comme la filtration aboutissante de la suite spectrale de
Hochschild Serre

Ep,q2 = Hp(Γ, Hq
dR(Ω)⊗ V )⇒ Hp+q

dR (XΓ,MΓ)

i.e. pour 0 6 i 6 d+ 1,

Hd
dR(XΓ,MΓ) = FiljΓ⊕F

d+1−j
dR

Le cas d = 1 est prouvé directement par Schneider. Iovia et Spieß ont donné une preuve
de cette conjecture pour d général mais lorsque V est la représentation triviale et par
Große-Klönne lorsque V est la représentation standard de PGLd+1 ou sa duale.

Dans l’article [69], nous prouvons le cas particulier suivant de cette conjecture.

Théorème 1.21 ([69], Thm. 4.9 et 4.10). (i) La partie (i) de la conjecture 1.20 est vraie
pour d et V arbitraire.

(ii) Lorsque d = 2 et la représentation V est autoduale, toutes les assertions de 1.20 sont
vraies.

Notre preuve repose sur les résultats de Schneider et Teitelbaum ([86]) généralisés par
Orlik ([76]) donnant une série de Jordan-Hölder des espaces de sections de fibrés vectoriels
PGLd+1(Qp)-équivariants sur Ω en termes de représentations localement analytiques de
Orlik-Strauch. Plus précisément, nous utilisons une version explicite des résultats de [76]
pour GL3 que j’avais obtenue dans ma thèse ([92]). Nous exprimons alors les termes Ep,q1 de
la suite spectrale (1.4) comme duaux des groupes d’homologie de Γ étudiés précédemment
et utilisons le théorème 1.19.

Remarque 1.22. Ici aussi, nous prouvons plus généralement un résultat valide en remplaçant
le corps de base Qp par une extension finie K, mais il faut alors utiliser des représentations
localement K-analytiques du groupe PGLd+1(K).



28 BENJAMIN SCHRAEN

1.4. Représentations modulo p. Soit G un groupe de Lie p-adique et soit (π,B) une
représentation unitaire de G sur un espace de Banach p-adique. Soit || · || une norme de
B invariante par G. La boule unité B◦ de B pour cette norme est alors un OL-module
séparé et complet stable par G. Notons B = B◦/$L sa réduction modulo $L. On vérifie
facilement que que l’action de G sur B◦ stabilise $LB

◦ et donne lieu à une représentation
linéaire π de G sur le kL-espace vectoriel B. On obtient ainsi une représentation lisse du
groupe G. On vérifie de plus que la représentation (π,B) est admissible si et seulement si
la représentation lisse (π,B) est admissible.

Soit k une clôture algébrique de Fp. Beaucoup de problèmes rencontrés dans la théo-
rie des représentations de Banach p-adiques de G ont leur analogue dans la théorie des
k-représentations lisses de G. Lorsque G est le groupe des Qp-points d’un groupe réductif
connexe G défini sur Qp, les travaux de Abe, Henniart, Herzig et Vignéras ([60], [2]) nous
donnent une classification des représentations admissibles irréductibles de G en fonction
des représentations admissibles irréductibles supercuspidales des sous-groupes de Levi de
G. Ces représentations supercuspidales sont les k-représentations irréductibles du groupe
G qui ne sont pas isomorphes à des sous-quotients de l’induite parabolique d’une repré-
sentation admissible d’un sous-groupe de Levi strict de G. Cependant la structure des re-
présentations supercuspidales de G reste mystérieuse. La classification des représentations
supercuspidales du groupe GL2(Qp) est due à Breuil ([12]). Le cas du groupe SL2(Qp) est
dû à Abdellatif ([1]) et celui du groupe U(1, 1)(Qp2/Qp) est dû à Koziol et Xu ([71]) mais
ce sont les seuls cas connus.

1.4.1. Présentation des représentations supercuspidales. Pour le groupe GL2(Qp), la classi-
fication des représentations supercuspidales est assez simple. On peut l’obtenir de la façon
suivante. Soit (σ,W ) une représentation lisse irréductible admissible (nécessairement de di-
mension finie) du groupe Q×p GL2(Zp). Considérons l’induite compacte c-indGL2(Qp)

Q×p GL2(Zp)W .
L’algèbre des endomorphismes H(σ) de cette représentation est isomorphe à une algèbre
de polynômes k[Tσ] où Tσ est un opérateur de Hecke correspondant à la double classe
Q×p GL2(Zp)

(
p 0
0 1

)
GL2(Zp). Breuil prouve dans [12] que le quotient c-indGL2(Qp)

Q×p GL2(Zp)W/(ImTσ)
est admissible irréductible et supercuspidal, et que toute représentation supercuspidale est
isomorphe à un tel quotient. En utilisant ce résultat, il montre que les classes d’isomor-
phismes de représentations supercuspidales de GL2(Qp) sont en bijection avec les classes
d’isomorphismes de k-représentations irréductibles de dimension 2 du groupe Gal(Qp/Qp).
On voit donc que pour le groupe GL2(Qp) la situation est particulièrement agréable. Mais
elle ne se généralise malheureusement pas à des groupes plus compliqués.

Si K est une extension finie stricte de Qp, il est déjà souligné dans [12] que les quotients
c-indGL2(K)

K×GL2(OK)W/(ImTσ) ne sont pas des représentations admissibles.

Soit (π, V ) une représentation irréductible admissible et supercuspidale du groupe GL2(K).
D’après un théorème de Bartel et Livne ([5]) il existe une représentation admissible irré-
ductible (σ,W ), de dimension finie, du groupe K×GL2(OK) et une application surjective
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GL2(K)-équivariante 12

c-indGL2(K)
K×GL2(OK)W/(ImTσ)� V.

D’après ce qui précède, dès que K 6= Qp, ce morphisme ne peut pas être un isomorphisme.
Cependant il était possible d’envisager que son noyau soit un k[GL2(K)]-module de type
fini. Dans l’article [93], je démontre que ce n’est malheureusement jamais le cas.

Plus précisément si (π, V ) est une représentation lisse du groupe GL2(K), on dit que
(π, V ) est de présentation finie si et seulement si il existe une représentation lisse de type
fini 13 (π0, V0) de GL2(K) et un morphisme GL2(K)-équivariant surjectif f : V0 → V
dont le noyau est un k[GL2(K)]-module de type fini. Cela ne dépend pas du choix de la
représentation (π0, V0) ni de la flèche f . Le résultat principal de [93] est alors le suivant.

Théorème 1.23 ([93], Thm. 0.1). Supposons [K : Qp] = 2. Si (π, V ) est une représentation
irréductible supercuspidale de GL2(K) ayant un caractère central, alors (π, V ) n’est pas de
présentation finie.

1.4.2. Conséquences concernant la généralisation du foncteur de Colmez. Une étape cru-
ciale dans l’établissement de la correspondance de Langlands p-adique pour le groupe
GL2(Qp) est la construction par Colmez d’un foncteur allant de la catégorie des kL-
représentations lisses admissibles de longueur finie du groupe GL2(Qp) vers la catégorie
des représentations continues du groupe Gal(Qp/Qp) sur les OL-modules de longueur finie.
Il me semble important ici de rappeler brièvement la construction de ce foncteur.

Fixons K une extension finie de Qp et notons A = k[[N(OK)]] l’algèbre complétée du
groupe des matrices unipotentes supérieures du groupe GL2(OK). La matrice diagonale
α =

(
$K 0

0 1
)
agit sur le groupe N(OK) par conjugaison et donc sur l’anneau A via un

endomorphisme noté σ. Notons alors Aσ[X] l’anneau des polynômes tordus à coefficients
dans A, c’est-à-dire l’anneau des polynômes en une variable à coefficients dans A mais
muni d’une loi de multiplication de telle sorte que pour a ∈ A, on ait Xa = σ(a)X.
Si (π, V ) est une k-représentation lisse du groupe GL2(K), l’espace V est naturellement
muni d’une structure de A-module. Lorsque la représentation (π, V ) est admissible, on
peut montrer (voir par exemple [47]) que tout sous Aσ[X]-module de présentation finie
est automatiquement de co-type fini sur A. Lorsque K = Qp, on a A ' k[[X]] et on
peut utiliser cette remarque pour produire, en utilisant la stratégie de Colmez ([38]), une
structure (ϕ,Γ)-module sur le dual d’un Aσ[X]-module bien choisi, notamment engendrant
V sous l’action de GL2(Qp).

À ce stade, il devient naturel de se demander si cette stratégie se généralise à d’autres
groupes. Dans le cadre du groupe GL2(K), une généralisation de cette stratégie a été
proposée par Vignéras ([97]) suivant une construction de Schneider et Vignéras pour des
groupes déployés sur Qp plus généraux ([87]). Plus précisément la construction de Vignéras
donne un foncteur exact de la catégorie des k-représentations admissibles de longueur finie

12. Ici encore on a un isomorphisme EndGL2(K) c-indGL2(K)
K× GL2(OK) σ ' k[Tσ].

13. c’est-à-dire telle que V0 est un k[GL2(K)]-module de type fini.
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et de présentation finie vers la catégorie des k-représentations de longueur finie du groupe
Gal(Qp/F ). Du théorème 1.23, on peut déduire une caractérisation de cette catégorie.

Corollaire 1.24. Si K est une extension quadratique de Qp, toute k-représentation ad-
missible de longueur finie et de présentation finie du groupe GL2(K) a une série de Jordan-
Hölder constituée de sous-quotients de représentations de la forme IndGL2(K)

B χ, où B est
un sous-groupe de Borel de GL2(K) et χ est un caractère lisse de B à valeurs dans k×.

L’idée de la démonstration du théorème 1.23 est la suivante. Soit (π, V ) une représen-
tation supersingulière irréductible du groupe GL2(K). En utilisant un résultat de Hu ([61,
Thm. 1.3]), il suffit de prouver que si W ⊂ V est un sous-k-espace vectoriel de dimension
stable sous l’action de GL2(OK) et engendrant V comme représentation de GL2(K), le
sous-Aσ[X]-module M engendré par W n’est pas de co-type fini sur A. Pour ce faire, on
montre qu’il suffit de prouver qu’un tel sous-Aσ[X]-module n’est pas de présentation finie
([93, Lem. 2.6], [63]). L’idée principale est alors d’utiliser la structure de k[X]-module sur
les Fp-espaces vectoriels TorAi (k,M). Pour ce faire, on utilise une remarque importante
d’Emerton : l’anneau Aσ[X] est de présentation finie ([47, Prop. 1.3]). Ceci implique en
particulier que les TorAi (k,M) sont des k[X]-modules de type fini.

Comme (π, V ) est supersingulière, il existe une représentation irréductible (σ,W ) de
K×GL2(OK) et une surjection

c-indGL2(K)
K×GL2(OK)W/(ImTσ)� V.

On choisit pour M ⊂ V un Aσ[X]-module image d’un Aσ[X]-module de présentation finie
M̃ ⊂ c-indGL2(K)

K×GL2(OK)W/(ImTσ). On peut alors calculer explicitement les k[X]-modules
TorAi (k, M̃). Des manipulations des suites exactes longues d’homologie associées à tous les
quotients de présentation finie de M̃ dominant M permettent de montrer que le noyau de
l’application M̃ → M s’écrit comme une union strictement croissante de Aσ[X]-modules
de type fini. La cohérence de l’anneau Aσ[X] nous permet alors de conclure que M n’est
pas de présentation finie.

1.4.3. Invariants sous un groupe de congruence des représentations supercuspidales. Une
autre complication dans la théorie des représentations modulo p des groupes GL2(K)
lorsque K 6= Qp est qu’il n’existe pas de paramétrisation naturelle des représentations su-
percuspidales irréductibles de GL2(K) par les classes d’isomorphisme des k-représentations
irréductibles de dimension 2 du groupe Gal(Qp/K). La situation est en fait très étrange.
Dans l’article[25], Breuil et Paškūnas ont construit beaucoup de représentations super-
cuspidales de GL2(K) qui n’ont a priori rien à voir avec les représentations galoisiennes.
Dans l’optique de faire le tri dans cet amas de représentations, ils ont associé, lorsque
K est non ramifiée, à toute représentation ρ de dimension 2 de Gal(Qp/K) un « dia-
gramme », qui correspond essentiellement à la donnée d’un système de coefficients Vρ sur
l’arbre de Bruhat-Tits BT K de PGL2,K . Ils associent alors à un tel diagramme une famille
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de représentations irréductibles cuspidales de GL2(K) obtenues comme quotients de la re-
présentation H0(BT K ,Vρ). Ces représentations ont la propriété suivante. Notons D0(ρ) la
fibre de Vρ au-dessus du sommet de BT K fixé par GL2(OK). Il s’agit d’une représentation
de GL2(OK). De plus si π est une représentation du « paquet » associé à ρ par Breuil et
Paškūnas, la représentation D0(ρ) s’identifie à une sous-représentation de π|GL2(OK) et on
a

socGL2(OK) π = socGL2(OK)D0(ρ).
Notons K1 le noyau du morphisme GL2(OK) → GL2(OK/$K) donné par la réduction
modulo $K . Il n’est pas clair a priori que D0(ρ) = πK1 . De fait Hu a prouvé dans l’article
[62] qu’il existait des représentations π pour lesquelles cette égalité était fausse. Ce qui
n’était pas clair à l’époque était qu’il existât de telles représentations. Dans la prépublica-
tion [75] en collaboration avec Le et Morra, nous montrons qu’il existe effectivement une
telle représentation.

Théorème 1.25 ([75], Cor. 1.2). Supposons K/Qp non ramifiée. Soit ρ une représentation
semi-simple de dimension 2 du groupe Gal(Qp/K) qui est 1-générique au sens de [75,
Def. 4.1]. Alors il existe une représentation π de GL2(K) de Breuil-Paškūnas associée à ρ
telle que πK1 ' D0(ρ).

Notre méthode de démonstration est globale et utilise la cohomologie des courbes de Shi-
mura. Elle complète un résultat de compatibilité local-global d’Emerton-Gee-Savitt ([52]).
Celui-ci assure qu’il existe une représentation π dans le « paquet » de Breuil-Paškūnas
vérifiant πI1 ' D0(ρ)I1 , où I1 désigne un pro-p-Sylow de GL2(OK) contenant K1. L’in-
grédient essentiel de notre démonstration est la description de la structure du réseau des
sous-représentations d’une enveloppe injective dans la catégorie des k-représentations du
groupe GL2(OK/$K). Un résultat analogue a été obtenu indépendamment par Hu et Wang
([64]).

2. Compatibilité local-global

Dans ce chapitre, je vais décrire les résultats de compatibilité local-global obtenus dans
les trois articles [21], [22], [23].

2.1. Description du résultat principal.

2.1.1. Groupes unitaires. Le cadre global de notre étude est celui des formes automorphes
p-adiques sur un groupe unitaire compact aux places infinies. Depuis les travaux de Che-
nevier ([30]), il est bien connu que ce cadre est particulièrement agréable pour étudier
les propriétés p-adiques des représentations de GLn tout en minimisant les difficultés aux
places archimédiennes, puisque toutes les représentations aux places archimédiennes sont
cohomologiques. Commençons par rappeler ce cadre global.

Soit F un corps de nombres totalement réel et soit G0 un groupe algébrique sur F ,
forme tordue du groupe GLn,F . Ceci implique qu’il existe une F -algèbre étale E telle que
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[E : F ] = 2 ainsi qu’une E-algèbre centrale simple D de rang n2 et une anti-involution ∗ sur
D de seconde espèce, ce qui signifie que la restriction de ∗ à E est l’unique automorphisme
F -linéaire non trivial c de E. Le groupe G0 est alors le groupe algébrique défini par G0(R) =
{x ∈ (R⊗F D)×, xx∗ = 1}. Nous notons alors G := ResF/QG0.

Dans tout ce qui suit nous considérons des groupes G tels que G(R) est compact. Dans
ce cas E est nécessairement une extension quadratique totalement imaginaire de F . Nous
faisons de plus l’hypothèse que l’extension E/F est non ramifiée en toutes les places finies
et que le groupe G est quasi-déployé en toutes les places finies.

Soit Sp l’ensemble des places de F divisant p. Nous supposons que pour tout v ∈ Sp, la
place v est non ramifiée et décomposée dans E. Il existe ainsi un isomorphisme G0(Fv) '
GLn(Fv) que nous fixons une fois pour toute. Le groupe de Lie p-adique G(Qp) est donc
isomorphe à

∏
v∈Sp GLn(Fv).

Fixons désormais L une extension finie de Qp. Pour U un sous-groupe compact ouvert de
G(A∞), on note XU l’ensemble fini G(Q)\G(A∞)/U . Si Up ⊂ G(Ap,∞) est un sous-groupe
compact ouvert, on note XUp l’espace topologique G(Q)\G(A∞)/Up. On note H̃0(Up)L
le L-espace vectoriel des fonctions continues de XUp dans L. Cet espace peut être vu à la
fois comme la cohomologie complétée de niveau modérée Up de la tour de « variétés de
Shimura » (XU )U⊂G(A∞) et comme l’espace des formes automorphes p-adiques de niveau
modéré Up sur G(A). L’espace topologique XUp étant compact, on munit H̃0(Up)L de la
norme sup, ce qui en fait un espace de Banach p-adique. Le groupe G(Qp) agit continû-
ment sur l’espace XUp par translation à droite. On munit ainsi l’espace H̃0(Up)L d’une
L-représentation de Banach du groupe de Lie p-adique G(Qp). Il est clair que cette action
préserve la boule unité de la norme sup. Cette représentation est donc une représentation
unitaire de G(Qp). La finitude des ensembles XU implique que cette représentation est de
plus admissible.

2.1.2. Représentations galoisiennes associées aux représentations automorphes de G. Soit
W une L-représentation algébrique du groupe G, ainsi que W∨ la représentation duale.
Dans ce qui suit, on considère une telle représentation comme une représentation du groupe
G(Qp) ⊂ G(L). Soit U = Up × Up un sous-groupe compact ouvert de G(Qp) × Up. Une
forme automorphe classique de niveau U et de poids W∨ est par définition un élément du
L-espace vectoriel de dimension finie

H0(U,W∨) := HomUp(W, H̃0(Up)L).

En fixant ι un isomorphisme entre Qp ' C, on retrouve la définition « classique » des
formes automorphes. En effet, via ι, la représentation W permet de définir une représenta-
tion algébrique complexe (π∞,W∞) du groupe G. On vérifie alors que le C-espace vectoriel
H0(U,W∨)C := C ⊗L,ι H0(U,W∨) est en bijection naturelle ([30, 4.2]) avec le C-espace
vectoriel des fonctions f : G(Q)\G(A)/U →W∨∞ telles que, pour g ∈ G(A) et k ∈ G(R),

f(gk) = π∞(k−1)∨f(g).
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Supposons (π∞,W∞) irréductible. Ce cas se présente dès que W est irréductible et L
assez grand. On peut donner une description explicite des espaces H0(U,W∨) en termes
de représentations automorphes de G(A). L’espace

H0(W∨∞)C := lim−→
U⊂G(A∞)

H0(U,W∨∞)C.

est naturellement muni d’une représentation lisse semi-simple du groupe G(A∞) se décom-
posant de la façon suivante

H0(W∨∞)C '
⊕
π

πm(π⊗Cπ∞)

où π parcourt l’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles de
G(A∞) et oùm(πf⊗Cπ∞) désigne la multiplicité de la représentation irréductible π⊗Cπ∞
de G(A) dans l’espace L2(G(F )\G(A)).

Si π est une C-représentation irréductible de G(A∞) telle que m(π ⊗ π∞) 6= 0, la
représentation π est définie sur un corps de nombres. Les représentations π telles que
πU 6= 0 et m(π⊗π∞) 6= 0, étant en nombre fini, on peut choisir l’extension L suffisamment
grande pour que toutes ces représentations soient définies sur L (via ι). On obtient alors
la décomposition suivante

(2.1) H0(U,W∨) '
⊕

(πU )m(π⊗π∞)

Soit π une représentation irréductible de G(A∞) comme considérée ci-dessus, c’est-à-dire
πU 6= 0 etm(π⊗π∞) 6= 0. On peut décomposer cette représentation en un produit tensoriel
restreint π '

⊗′
v πv où chaque πv est une L-représentation lisse irréductible de G(Fv). Soit

v une place finie de F non ramifiée et décomposée dans E et telle que πv est sphérique.
Soit w une place de E divisant v. L’inclusion F ⊂ E induit un isomorphisme Fv ' Ew ainsi
qu’un isomorphisme de groupes ιw : G(Fv) ' G(Ew). La représentation πv est sphérique,
en particulier le groupe GFv est quasi-déployé et donc isomorphe à GLn,Fv . Via ιw, on
considère πv comme une représentation du groupe GLn(Ew). Comme cette représentation
est définie sur L, le paramètre de Satake de la représentation πv ⊗ |det |

1−n
2

w est défini sur
L. On peut donc associer à (π,w) une classe de conjugaison semi-simple de GLn(L) notée
θπ,w.

En utilisant les théorèmes de transfert des groupes unitaires à GLn ([72, Cor. 5.3]) ainsi
que les théorèmes de construction de représentations galoisiennes associées aux représen-
tations automorphes de GLn ([34, Thm. 3.2.3]), on obtient le résultat suivant :

Théorème 2.1. Il existe, à isomorphisme près, une unique représentation continue semi-
simple ρπ : Gal(E/E)→ GLn(L) telle que

— ρπ est non-ramifiée en toute place w de E divisant une place v de F décomposée dans
E et telle que πv est sphérique ;

— si w est une telle place et Frobw un élément de Frobenius géométrique en w, la classe
de conjugaison du semi-simplifié de ρπ(Frobw) est θπ,w.
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Remarque 2.2. La représentation ρπ est entièrement déterminée par sa restriction aux
groupes de décomposition correspondant aux places w de E dont la restriction à F vérifie
les hypothèses de l’énoncé ci-dessus. En effet l’ensemble de ces places w est de densité 1
dans l’ensemble des places de E.

Par ailleurs, il est facile de vérifier que si ρπ existe, en notant c l’unique automorphisme
F -linéaire non trivial de E et en désignant par ε le caractère cyclotomique, alors,

(2.2) ρ∨π ◦ c ' ρπ ⊗ εn−1

2.1.3. Algèbres de Hecke. Le fait de travailler avec des groupes unitaires compacts à l’infini
présente cependant un inconvénient : il n’existe pas d’action naturelle du groupe de Galois
Gal(Q/E) sur le L-espace de Banach H̃0(Up)L. On ne peut donc pas définir l’analogue de
la représentation H̃1(Up)L[ρ] comme dans le cas elliptique. Cependant cette difficulté peut
être aisément contournée en utilisant l’action des opérateurs de Hecke sur H̃0(Up)L aux
places non ramifiées.

Soit v une place de F telle que v /∈ Sp et telle que Uv soit un sous-groupe compact
hyperspécial de G(Fv). On note HG(Fv)(Uv, L) l’algèbre de Hecke associée à Uv. Il s’agit de
l’espace des fonctions à support compact de Uv\G(Fv)/Uv dans L. Il s’agit d’une L-algèbre
dont la multiplication est définie par convolution. Le groupe Uv étant hyperspécial, cette
algèbre est commutative noethérienne et régulière. Elle agit naturellement sur l’espace
H̃0(Up)L et chaque élément de HG(Fv)(Uv, L) agit continûment sur H̃0(Up)L et commute
à l’action de G(Fp).

On note alors Hun(Up, L) l’algèbre

lim−→
S

⊗
v∈S
HG(Fv)(Uv, L)

où S parcourt les ensembles finis de places v /∈ Sp, décomposées dans E et telles que Uv
est hyperspécial. On a donc un morphisme de L-algèbres

Hun(Up, L)→ EndG(Qp) H̃
0(Up)L

Notons S l’ensemble des places de F contenant Sp ainsi que les places v pour lesquelles
Uv n’est pas un groupe hyperspécial. Supposons de plus que si v ∈ S, v est décomposée
dans E. Soit ρ : Gal(E/E) → GLn(L) une représentation continue semi-simple vérifiant
(2.2). Supposons de plus que ρ est non ramifiée hors de S. On peut alors associer à ρ un
caractère ψρ de Hun(Up, L) où ψρ =

⊗
v/∈S ψρv . On note ψρv le caractère de HG(Fv)(Uv, L)

correspondant à la classe de conjugaison du Frobenius ρ(Frobw) pour w divisant v via
l’isomorphisme de Satake.

On définit alors H̃0(Up)L[ρ] comme le sous-espace ψρ-isotypique de H̃0(Up)L. La repré-
sentation ρ est dite automorphe p-adique lorsque H̃0(Up)L[ρ] 6= 0. Le sous-L-espace vecto-
riel fermé Π(ρ, Up) := H̃0(Up)L[ρ] de H̃0(Up)L[ρ] est stable sous l’action de G(Qp). C’est
donc une représentation continue admissible du groupe G(Qp). On espère fortement que
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la représentation Π(ρ, Up) détermine complètement les représentations ρw := ρ|Gal(Ew/Ew)
pour w|p. Plus précisément, on espère que pour toute place w|p de F , il existe une repré-
sentation admissible continue Π(ρw) de GLn(Ew) sur un L-espace de Banach telle que

Π(ρ, Up) '
(⊗̂

v|p
Π(ρw))

)
⊗L

 ⊗
v∈S\Sp

π(ρw)Uv


où π(ρw) désigne la représentation lisse de G(Fv) associée à ρw par la correspondance de
Langlands locale 14.

Pour motiver cette définition, remarquons déjà que si π est une représentation de G(A∞)
telle quem(π⊗π∞) 6= 0, alors il découle de (2.1) que, pour tout sous-groupe compact ouvert
Up de G(Qp),

((
⊗
v|p

πv)Up)m(π⊗π∞) ↪→ HomUp(W,Π(ρπ, Up))

En particulier la représentation Π(ρπ, Up) contient des vecteurs localement algébriques.
On est cependant loin d’être capable de construire les représentations Π(ρw), même dans

les cas les plus simples, lorsque G(Fv) est différent de GL2(Qp). Il est toutefois possible de
se demander si la classe d’isomorphisme de la représentation Π(ρπ, Up) détermine ρw.

2.1.4. Compatibilité local-global. Soit ρ : Gal(E/E) → GLn(L) une représentation galoi-
sienne semi-simple continue vérifiant la condition (2.2) et non ramifiée hors de S.

Nous supposons désormais, pour simplifier l’exposition, qu’en toute place w|p de E, on
a Ew ' Qp. De plus si v est une place de F divisant p, on choisit une des deux places w de
E divisant v et on pose ρv := ρw = ρ|Gal(Ew/Ew). On a donc Gal(Ew/Ew) ' Gal(Qp/Qp).

Nous nous plaçons dans le cas où toutes les représentations ρv sont cristallines de poids
de Hodge-Tate réguliers, c’est-à-dire que la filtration de Hodge sur DdR(ρv) ' Dcris(ρv) est
un drapeau complet.

Rappelons de plus que l’on sait comment associer à ρv une représentation lisse irréduc-
tible π(ρv) de GLn(Qp). Soit (Dcris(ρv), ϕv) l’isocristal associé à ρv. Notons Φρv la classe de
conjugaison de GLn(L) associée au semi-simplifié de l’endomorphisme ϕv. Par définition,
la représentation π(ρv) est telle que le paramètre de Satake de π(ρv)⊗ | det |

1−n
2 est Φρv .

Nous nous plaçons désormais dans le cas où où ϕv est semi-simple régulier et où la repré-
sentation π(ρv) est générique, ce qui revient à demander que les valeurs propres (ϕ1, . . . , ϕn)
de l’endomorphisme ϕv vérifient, pour tout i 6= j,

ϕiϕ
−1
j /∈ {1, p}

14. Lorsque v est décomposée dans E, on choisit une place w de E divisant v et on considère Π(ρw)
(resp. π(ρw)) comme une représentation de GLn(Fv) via l’isomorphisme Fv ' Ew, en conjecturant que
cette représentation est indépendante du choix de w.
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Quitte à élargir le corps L si nécessaire, on peut supposer que Φρv est la classe de conju-
gaison d’une matrice diagonale à coefficients deux à deux distincts. On appelle raffinement
de ρv un n-uplet ordonné Rv = (ϕ1, . . . , ϕn) de valeurs propres de ϕv. Par extension, on
appelle raffinement de ρ la donnée d’une famille (Rv)v|p où chaque Rv est un raffinement
de ρv.

Remarque 2.3. Supposons que ρ est irréductible et de la forme ρπ pour une représentation
automorphe π de G(A∞) telle que m(π ⊗ π∞) 6= 0 pour une certaine représentation algé-
brique irréductible W et telle que, pour v|p, πv est sphérique. On sait alors que pour v|p,
ρv est cristalline de poids de Hodge-Tate réguliers déterminés par le plus haut poids de
W∨ et π(ρv) ' πv (voir [33, Thm. 3.3]). Par ailleurs, on a une inclusion de représentations
localement analytiques ⊗

v|p
π(ρv)⊗LW )m(π⊗π∞) ↪→ Π(ρ, Up)an

Ainsi les vecteurs localement algébriques de Π(ρ, Up) permettent de retrouver les isocris-
taux Dcris(ρv) ainsi que les poids de Hodge-Tate. On espère que la représentation Π(ρ, Up)
caractérise complètement la filtration de Hodge sur DdR(ρv).

Notons B ⊂ GLn(Qp) le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures, T ⊂ B
le sous-tore des matrices diagonales ainsi que B le sous-groupe de Borel des matrices
triangulaires inférieures. Si M est un UL(gln)-module de la catégorie Ob

alg, on définit un
objet M∨ de la catégorie Ob

alg en posant

M∨ = HomL(M,L)n
∞

Il s’agit du plus grand sous-espace de HomL(M,L) sur lequel le radical unipotent n de b
agit de façon nilpotente.

Définition 2.4. Soit R un raffinement de ρ. Soit M = (Mv)v|p une famille d’objets de
la catégorie Ob

alg. On définit une représentation localement analytique du groupe G(Qp) '
GLn(Qp)[F :Q] en posant

F(M,R) :=
⊗̂

v|p
FGLn(Qp)
B

(M∨v , δRv)

où δRv est le caractère non ramifié de T défini par
δRv = nr(ϕ1,v)⊗ · · · ⊗ nr(ϕn,vp1−n)

où nr(ϕ) désigne l’unique caractère non ramifié de Q×p envoyant p sur ϕ.

Remarque 2.5. Supposons queM soit l’objet simple de plus haut poids µ dans Ob
alg. Alors la

représentation Π(M,R) est isomorphe au socle de IndGLn(Qp),an
B χ où χ désigne le caractère

(x1,v, . . . , xn,v)v|p 7→
∏
v|p

n∏
i=1

x
µi,v
i (ϕi,vp1−i)vp(xi,v)
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Pour v|p, choisissons un isomorphisme Dcris(ρv) ' Ln déterminant une base dans la-
quelle l’endomorphisme ϕv a une matrice diagonale dont les entrées diagonales sont ordon-
nées conformément au raffinement Rv. L’ensemble des drapeaux complets de cet espace
s’identifie ainsi au quotient GLn(L)/B(L). Notons wRv l’unique élément de Sn tel que la
filtration de Hodge de DdR(ρv) ' Dcris(ρv) appartienne à la cellule B(L)wRvB(L). Notons
enfin kv = (k1,v < · · · < kn,v) le vecteur des poids de Hodge-Tate de ρv 15. On identifie
kv à un poids de GLn, c’est-à-dire à un caractère algébrique du tore T . Pour un tel ca-
ractère λ, on note L(λ) l’objet simple de la catégorie Ob

alg de plus haut poids λ − θ, où
θ = (0,−1, . . . , 1− n)v|p désigne la demi-somme des racines positives.

Le résultat principal de l’article [23] est alors le suivant. Rappelons que nous avons ici
fixé ρ : Gal(E/E)→ GLn(L) une représentation galoisienne semi-simple continue vérifiant
la condition (2.2) et non ramifiée hors de S. Nous supposons qu’elle est cristalline en p et
que si v|p, les poids de Hodge-Tate de ρv sont réguliers, que l’endomorphisme de Frobenius
ϕv est semi-simple régulier et que la représentation lisse π(ρv) est générique.

Théorème 2.6 ([23], Thm. 5.3.3). Soit ρ vérifiant les propriétés ci-dessus. Supposons que :
(i) le groupe Up est de la forme

∏
v/∈Sp Uv où Uv est hyperspécial en toute place v de F

inerte dans E ;
(ii) la réduction ρ de ρ modulo $L est telle que ρ(Gal(E/E(ζp))) est un sous-groupe

adéquat ;
(iii) il existe un raffinement R de ρ, ainsi qu’un objet M de Oalg tels que

HomG(Qp)(F(M,R),Π(ρ, Up)an) 6= 0
En particulier on suppose que Π(ρ, Up) 6= 0.

Soit w = (wv)v|p ∈ S
[F :Qp]
n . Alors :

(2.3) HomG(Qp)(F((L(wv(kv))v|p,R),Π(ρ, Up)an) 6= 0
si et seulement si pour tout v|p, on a wv > wRv pour l’ordre de Bruhat.

Pour résumer, ce théorème nous dit que la représentation Π(ρ, Up) détermine la position
des filtrations de de Rham des isocristaux Dcris(ρv) dans la stratification de Schubert de
la variété de drapeaux.

Soit w0 l’élément maximal de Sn pour l’ordre de Bruhat. Pour tout v|p, le caractère
w0(kv)− θ est dominant. Ainsi la représentation F((L(w0(kv))v|p,R) est localement algé-
brique et isomorphe à ⊗

v|p
(L(w0(kv))⊗L π(ρv))

Comme l’inégalité w0 > wRv est toujours vérifiée, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.7 ([23], Thm. 5.1.3). Sous les hypothèses du théorème 2.6, la représentation ρ
est automorphe. Cela signifie qu’il existe une représentation π de G(A∞) telle que ρ ' ρπ.
15. Dans nos conventions, les poids de Hodge-Tate sont les opposés des sauts de la filtration de Hodge.
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Remarque 2.8. 1) La condition HomG(Qp)(F(M,R),Π(ρ, Up)an) 6= 0 revient à dire que la
représentation galoisienne ρ est associée à une forme automorphe p-adique de pente
finie.

2) Dans [23], le théorème est énoncé sous l’hypothèse

HomG(Qp)(F(UL(gln)⊗UL(b) w0(µk)),R),Π(ρ, Up)) 6= 0

Cette hypothèse peut sembler plus forte. En réalité, en utilisant [22, Thm. 5.5], on
peut se ramener à cette hypothèse. En d’autres termes, si ρ est associée à une forme
p-adique surconvergente de pente finie, elle est également associée à une forme p-adique
surconvergente de pente finie qui est de plus de poids classique.

Dans l’article [22], nous donnons une démonstration plus directe du corollaire 2.7 sous
l’hypothèse supplémentaire suivante : pour tout v|p, l’élément w0w

−1
Rv est un produit de

réflexions simples deux à deux distinctes. Il s’agit de [22, Thm. 1.1]. Dans tous les cas, les
démonstrations sont basées sur les résultats de l’article [21].

Nous montrons en réalité un résultat légèrement plus fort. Lorsque les éléments w0w
−1
v

sont des produits de réflexions simples, nous montrons que les espaces (2.3) sont de dimen-
sion minimale. Cela implique qu’ils devraient apparaître avec multiplicité 1 dans le socle
de la représentation localement analytique de GLn(Qp) associée conjecturalement à ρv. La
question de savoir si ce résultat reste vrai en général est très intéressante. Il semble que
ce genre de résultat soit important pour la construction de fonctions L p-adiques dans les
cas critiques. Notre résultat de multiplicité 1 est une conséquence de la lissité de la variété
trianguline en certains points. Comme cette variété n’est pas lisse en général, il semble que
de nouvelles idées soient nécessaires pour aller plus loin.

Remarque 2.9. 1) Dans le cas du groupe GL2,Q, le corollaire 2.7 est un théorème de Kisin
([67]). Lorsque le raffinement R est non critique, c’est-à-dire wRv = w0 pour tout v|p,
le corollaire 2.7 est un théorème de Chenevier ([31, Prop. 4.2]).

2) Dans le cas du groupe GL2,Q, le théorème 2.6 est dû à Breuil et Emerton ([20]) par
des méthodes plus géométriques. Lorsque G est un groupe unitaire en deux variables,
le théorème 2.6 est prouvé par Ding dans [44].

2.2. Familles de représentations galoisiennes. Dans cette partie, je vais donner quelques
éléments de preuve du théorème 2.6 et vais expliciter quelques résultats intermédiaires des
articles [21], [22], [23].

2.2.1. Variétés de Hecke et systèmes de Taylor-Wiles-Kisin. La théorie des variétés de
Hecke joue un rôle crucial dans la preuve du théorème 2.6. Les variétés de Hecke pour les
groupes unitaires ont été construites et étudiées notamment par Bellaïche, Chenevier et
Emerton ([30], [6], [50]).
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Nous supposons désormais, afin de simplifier l’exposition, que l’on a S = Sp et que toutes
les représentations locales ρv sont absolument irréductibles 16. Ces hypothèses n’existent pas
dans les articles [21], [22] et [23].

Soit ES ⊂ Q l’extension maximale de E non ramifiée hors de S et soit Rρ,S l’anneau
de déformations universel de la représentation ρ du groupe Gal(ES/E). On note Xρ,S la
fibre générique du schéma formel Spf Rρ,S . Il s’agit d’un espace analytique rigide dont
les points sont en bijection avec les relevés de ρ en caractéristique 0. De même, si v|p,
on note Xρv l’espace analytique rigide paramétrant les relevés de la représentation locale
ρv de Gal(Qp/Qp). Notons Tp = T [F :Q]. La variété de Hecke E(Up)ρ est alors un sous-
espace analytique fermé du produit Xρ,S × T̂p correspondant à l’adhérence de Zariski des
points « classiques » de la forme (ρπ, (δv)v|p) où π est une représentation automorphe du
groupe G(A∞), sphérique aux places divisant p et δv est un caractère localement algébrique
dominant de T , c’est-à-dire de la forme δalgδsm où δalg est un caractère algébrique dominant
correspondant aux poids de Hodge-Tate de ρπ,v et δsm un caractère lisse non ramifié de T
correspondant à un choix de raffinement de ρπ,v comme dans la définition 2.4. Cette variété
E(Up)ρ est en fait le support d’un faisceau cohérent MUp sur Xρ,S × T̂p. Ce faisceau est
tel que si x = (ρ, (δv)v|p) est un point de E(Up)ρ, où les δv = δalg,vδsm,v sont des caractères
localement algébriques de T , on a

Homk(x)(MUp ⊗ k(x), k(x)) '

HomG(Qp)(
⊗
v|p
FGLn(Qp)
B

((UL(g)⊗U(b) δalg,v)∨, δsm,v), H̃0(Up)L[ρ]).

Remarque 2.10. On peut montrer que si x = (ρ, (δv)v|p) est un point de E(Up)ρ comme
ci-dessus, δalg,v = δwv(kv) correspond à une permutation des poids de Hodge-Tate de
ρalg,v et δsm,v = δRv à un raffinement Rv de la représentation ρπ,v. La représentation
F((L(wv(kv)))v|p,R) correspond alors au cosocle de la représentation⊗

v|p
FGLn(Qp)
B

((UL(g)⊗U(b) δalg,v)∨, δsm,v)

apparaissant dans l’isomorphisme ci-dessus.

Supposons ρ absolument irréductible et vérifiant les hypothèses du théorème 2.6. No-
tons H̃0(Up)L,ρ le facteur direct de H̃0(Up)L obtenu par localisation en ρ. Il s’agit d’une
représentation unitaire admissible de G(Qp) contenant tous les H̃0(Up)L[ρ] pour ρ relevant
ρ. Dans l’article [28], Caraiani, Emerton, Gee, Geraghty, Paškūnas et Shin appliquent la
méthode de Taylor-Wiles-Kisin en niveau infini en p. Le résultat de cette construction est
une L-représentation unitaire admissible de Banach du groupe Zsp × G(Qp), notée Π∞,
pour un certain entier s > 1, ainsi qu’une inclusion H̃0(Up)L,ρ ⊂ Π∞ identifiant H̃0(Up)L,ρ

16. Rappelons que nous avons également supposé que Fv ' Qp.
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aux vecteurs fixés par Zsp. Le but de l’article [21] est d’étudier l’image par le foncteur
d’Emerton-Jacquet de la représentation localement analytique Πan

∞ . Comme dans le cas
des variétés de Hecke, on construit une variété analytique rigide Xp(ρ). Il s’agit d’une
sous-variété analytique rigide de l’espace∏

v|p
Xρv × Ur × T̂p

où Ur est un produit de disques unité ouverts provenant de l’application de la méthode de
Taylor-Wiles. On construit alors, de façon analogue à la théorie des variétés de Hecke, un
faisceau cohérentM∞ sur l’espace ∏

v|p
Xρv × Ur × T̂p

et Xp(ρ) est par définition le support de ce faisceau. L’inclusion H̃0(Up)L,ρ ⊂ Π∞ induit
une immersion fermée E(Up)ρ ↪→ Xp(ρ) telle queM∞|E(Up)ρ =MUp .

Un résultat important de l’article [21] est le suivant.

Théorème 2.11 ([21], Thm. 1.1). L’espace Xp(ρ) est réduit et s’identifie à une union de
composantes irréductibles de l’espace

∏
v|pXtri(ρv)×Ur, où l’espace Xtri(ρv) est la variété

trianguline associée à la représentation locale ρv.

2.2.2. La variété trianguline. Il s’agit d’un espace analytique rigide paramétrant des re-
présentations p-adiques d’un corps local. Sa géométrie joue un rôle crucial et est au cœur
des résultats de [21], [22], [23]. La première occurence de cet espace figure dans les travaux
de Kisin ([67]). La présentation que nous en donnons ici utilise la notion de représentation
trianguline dégagée par Colmez ([37]). Les méthodes utilisées sont par ailleurs fortement
inspirées des travaux de Bellaïche et Chenevier sur le sujet ([6], [31], [32]).

Rappelons que T désigne le tore diagonal (Q×p )n ⊂ GLn(Qp). Notons T ◦ = (Z×p )n son
sous-groupe compact maximal. Fixons r : Gal(Qp/Qp) → GLn(kL) une représentation
continue. Par simplicité nous supposons ici que r est absolument irréductible. Il est alors
naturel de considérer la construction suivante. Soit Xcris l’ensemble des couples (r, δ) de
Xr × T̂ tels que r est une représentation cristalline et tels que δ est un caractère de la
forme δkδR où k = (k1 > · · · > kn) ∈ Zn est l’ensemble des poids de Hodge-Tate de
r et R = (ϕ1, . . . , ϕn) est un raffinement non critique de r tel que, pour i 6= j, on a
ϕiϕ

−1
j /∈ {1, p}. On note alors Xtri := Xtri(r) l’adhérence de Zariski de Xcris dans Xr × T̂ .

Soit (ρ, δ) ∈ Xcris et notons (δ1, . . . , δn) les coordonnées de δ. Ce sont des caractères de
Q×p tels que

δ(diag(x1, . . . , xn)) = δ1(x1) · · · δn(xn).
En utilisant le théorème de comparaison de Berger, on peut montrer que le (ϕ,Γ)-module
de ρ sur l’anneau de Robba RL := L⊗QpR est une extension successive des (ϕ,Γ)-modules
de rang 1

RL(δ1) · · ·RL(δn).



REPRÉSENTATIONS DES GROUPES DE LIE p-ADIQUES ET APPLICATIONS GLOBALES 41

Ce type de (ϕ,Γ)-module a été introduit par Colmez ([37]) sous le nom de (ϕ,Γ)-module
triangulin. Dans ce cas ρ est dite trianguline et δ est appelé paramètre de ρ.

D’après un théorème de Kedlaya-Pottharst-Xiao ([66]), si (ρ, δ) est un point de Xtri, la
représentation ρ est trianguline. Lorsque δ est un paramètre de ρ, on dit que le point de Xtri
est saturé. Il peut cependant arriver que δ ne soit pas un paramètre de ρ. Heureusement,
la plupart des points de Xtri sont saturés, dans le sens où l’ensemble des points saturés de
Xtri contient un ouvert dense pour la topologie de Zariski.

L’espace Xtri doit être considéré comme un analogue local des variétés de Hecke E(Up)ρ.
On peut également le munir d’une application poids,

κ : Xtri −→ T̂ ◦

obtenue par composition de la projection naturelleXtri → T̂ avec l’application de restriction
T̂ → T̂ ◦.

Lorsque r = ρ|Gal(Qp/Fv), les propriétés de compatibilité local-global rappelées dans la
remarque 2.3 nous assurent l’existence d’un diagramme commutatif

E(Up)ρ Xtri

T̂ ◦ T̂ ◦

κ κ

Le résultat suivant est le premier résultat important concernant la géométrie de l’espace
Xtri. Nous l’avons tout d’abord démontré dans une collaboration avec Hellmann ([58])
lorsque r est absolument irréductible, et généralisé dans [21]. Par soucis de simplicité, je
me contente ici de l’énoncé dans le cas où r est absolument irréductible.

Théorème 2.12. L’espace Xtri est équidimensionnel de dimension 1 + n(n+1)
2 . Soit Usat

l’ensemble des points (ρ, δ) ∈ Xtri tels que ρ est trianguline de paramètre δ = (δ1, . . . , δn)
et tels que, pour i 6= j,

δiδ
−1
j /∈ {xk, xk+1|x|K , k ∈ Z≥0}.

Alors l’ensemble Usat est un ouvert de Zariski de Xtri, Zariski dense dans Xtri. De plus, la
restriction de l’application κ à Usat est lisse. En particulier, Usat est lisse.

2.2.3. Géométrie de la variété trianguline aux points presque de Rham. Une difficulté ma-
jeure apparaît lorsque l’on essaie d’appliquer la méthode de Taylor-Wiles-Kisin à la variété
trianguline. En effet de nombreux points intéressants (et même des points classiques !) de
E(Up)ρ sont envoyés sur des points non saturés de l’espace Xtri. Or il semble a priori com-
pliqué de contrôler la géométrie de la variété Xtri en ces points puisque la variété Xtri a
été définie par adhérence de Zariski. De fait, la variété Xtri n’est pas lisse en tout point
Xtri\Usat. Dans un travail récent, en collaboration avec Breuil et Hellmann, nous montrons
cependant comment décrire la géométrie de la plupart des points cristallins non saturés.
Ici, un petit miracle se produit. Même lorsque la variété n’est pas lisse en un tel point, son
complété est le complété d’une variété algébrique ! De plus ces variétés peuvent se décrire
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très explicitement, ce qui nous permet de prouver que la variété Xtri est irréductible en la
plupart des points cristallins. Je vais à présent décrire précisément ce résultat.

Si m = (m1, . . . ,mn) ∈ Zn, désignons par δm le caractère algébrique (z1, . . . , zn) 7→∏
i z
mi
i de T . Soit (ρ, δ) un point cristallin de Xtri. Notons k = (k1 < · · · < kn) ses poids

de Hodge-Tate. On peut montrer que le caractère δ est alors automatiquement de la forme
w(δk)δR où R est un raffinement de ρ. Cependant il faut bien noter ici que δ n’est pas
nécessairement un paramètre de ρ.

Notons F`n le Q-schéma des drapeaux complets de Qn. Il s’agit d’un Q-schéma iso-
morphe à l’espace homogène GLn,Q /B pour un sous-groupe de Borel B ⊂ GLn,Q. On note
également g = gln,Q. Rappelons que la résolution simultanée de Grothendieck est le sous-
schéma fermé g̃ du produit g×Q F`n dont les R-points sont les couples (A,F•) où (Fi) est
un drapeau complet de Rn 17 et A est un élément deMn(R) stabilisant tous les Fi. L’espace
g̃ est un Q-schéma lisse. La flèche g̃→ g est une application propre et génériquement étale
de degré |W|.

Nous nous intéressons ici au produit fibré X := g̃ ×g g̃. Il est muni d’une application
« oubli de l’endomorphisme »

π : X −→ F`2n.
Le schéma F`2n a une partition naturelle (Uw)w∈W par des sous-schémas localement fermés
et indexés par les éléments de w ∈ Sn. La cellule U1 est fermée et correspond à l’inclusion
diagonale de F`n dans F`2n. Au contraire Uw0 , avec w0 le plus grand élément de Sn, est un
ouvert dense de F`2n. Plus généralement, pour w ∈ Sn, l’espace Uw correspond aux paires
de drapeaux de position relative w. On vérifie immédiatement que pour tout w ∈ Sn,
l’espace π−1(Uw) est un fibré vectoriel au-dessus de Uw de dimension totale n2. Notons Xw

l’adhérence de π−1(Uw) dans X. Il est aisé de vérifier que le schéma X est équidimensionnel
de dimension n2 et que les (Xw)w∈Sn en sont les composantes irréductibles.

Soit t l’algèbre de Lie du tore T . On note κ1 l’application X → t associant à un triplet
(A,F•,1, F•,2) l’élément de t ' Qn donné par l’action de A sur le gradué de la filtration
F•,1.

Remarque 2.13. Notons Ñ l’image réciproque par g̃→ g du cône nilpotent N ⊂ g. L’espace
Ñ est lisse et la flèche Ñ → N est une résolution des singularités de N . On peut de même
considérer l’espace Ñ ×N Ñ . Il est muni d’une application πN vers F`2n. Il s’agit d’un espace
équidimensionnel de dimension (n2−n) dont on définit les composantes irréductibles de la
même façon. Ce sont les Zw = π−1

N (Uw). Notons que ces composantes irréductibles sont en
fait géométriquement irréductibles.

Il faut prendre garde que si Ñ = N ×g g̃, les schémas Ñ ×N Ñ et N ×g (g̃×g g̃) ne sont
pas isomorphes. En effet, le premier est réduit mais pas le second. En fait le premier est
isomorphe à la nilréduction du second.

17. Plus précisément Fi est un sous-R-module projectif de rang i de Rn et Fi ⊂ Fi+1.
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Revenons alors au point x = (ρ, δ) de Xtri. Rappelons que δ est de la forme w(δk)δR
pour un certain w ∈ Sn et un raffinement R de ρ. Fixons un isomorphisme Dcris(ρ) '
Ln. Supposons que les valeurs propres de (ϕ1, . . . , ϕn) de l’endomorphisme ϕ de Dcris(ρ)
vérifient la propriété ϕiϕ−1

j /∈ {1, p} pour i 6= j et que les poids de Hodge-Tate k = (k1 <

· · · < kn) sont deux à deux distincts. Dans ce cas, on peut construire deux drapeaux D1 et
D2 de Dcris(ρ). Le premier est l’unique drapeau stable par l’endomorphisme ϕ dont l’action
sur les gradués successifs correspond au raffinement R. Le second est le drapeau de Hodge
de DdR(ρ) ' Dcris(ρ) 18. On obtient ainsi un point xdR = (0,D1,D2) ∈ X(L).

Le théorème suivant donne une description complète du complété de Xtri au point x. En
fait le complété de Xw au point xdR est un « modèle local » de Xtri au point x.

Théorème 2.14. On a xdR ∈ Xw(L) et il existe des entiers r et s ainsi qu’un isomor-
phisme de schémas formels sur L

(2.4) X̂tri,x × Spf L[[X1, . . . , Xr]] ' X̂w,xdR × Spf L[[Y1, . . . , Ys]].

De plus cet isomorphisme est compatible aux applications κ : Xtri,x → T̂ ◦ et κ1 : Xw,xdR →
t.

Corollaire 2.15. Soit x = (ρ, δ) ∈ Xtri un point cristallin vérifiant les hypothèses de
généricité ci-dessus. L’espace Xtri est normal et Cohen-Macaulay en x, en particulier il est
irréductible en x.

Ce résultat est la clef permettant de prouver le corollaire 2.7. Le mécanisme permettant
de passer du corollaire 2.15 au corollaire 2.7 est celui de la méthode de Taylor-Wiles-Kisin
et utilise le théorème 2.12, il est décrit dans la preuve de [22, Thm. 3.9]. Dans l’article [22]
nous prouvons directement le résultat suivant, ce qui nous permettait d’obtenir la version
faible du corollaire 2.7.

Théorème 2.16 ([22], Thm. 1.3). Soit x = (ρ, δ) ∈ Xtri un point cristallin comme ci-
dessus tel que δ = δw0(k)δR pour R un raffinement de ρ. Supposons que l’élément w0w

−1
R

du groupe Sn est un produit de réflexions simples deux à deux distinctes. Alors Xtri est
lisse en x.

Le corollaire 2.15 est une conséquence immédiate du théorème 2.14 une fois que l’on sait
que les variétés algébriques Xw sont normales. Il se trouve que la géométrie de ces variétés
a déjà été étudiée par Bezrukavnikov et Riche dans l’article [11]. Ils prouvent en particulier
que ces variétés sont Cohen-Macaulay. Il nous restait donc à démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.17. Pour tout w ∈ Sn la variété algébrique Xw est non singulière en codi-
mension 1. Il s’agit donc d’une variété normale.

Remarque 2.18. On peut se demander si le même résultat est vrai pour les variétés Zw,
composantes irréductibles de Ñ ×N Ñ . À ma connaissance il s’agit toujours d’une question
ouverte. Nous ne savons pas si ces variétés sont normales ou Cohen-Macaulay en général.

18. Rappelons que nous avons supposé K = Qp.
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Une étape clef dans la preuve du théorème 2.14 est l’introduction d’un nouveau foncteur
de déformations de représentations galoisiennes. Le raffinement R de ρ donne lieu à une
triangulation du (ϕ,Γ)-module Drig(ρ), et donc également une filtration F• du (ϕ,Γ)-
module Drig(ρ)[1

t ] sur R[1
t ]. On note Xρ,R l’espace des déformations du couple (ρ, F•). Ce

foncteur de déformations est plus général que le foncteur défini par Bellaïche et Chenevier
dans [6] car on paramètre ici des déformations d’une triangulation de Drig(ρ)[1

t ] qui ne
donnent pas nécessairement des triangulation de Drig(ρ). On démontre en fait le résultat
suivant.

Théorème 2.19. Le foncteur Xρ,R est pro-représentable par un sous-schéma formel fermé
du complété de Xr au point ρ et on a un isomorphisme

(2.5) Xr,R × Spf L[[X1, . . . , Xr]] ' X̂w,xdR × Spf L[[Y1, . . . , Ys]].

Signalons également le corollaire suivant, conséquence du théorème 2.14 et du caractère
Cohen-Macaulay des espaces Xw.

Corollaire 2.20. L’application κ : Xtri → T̂ ◦ est plate en un point cristallin vérifiant les
hypothèses de généricité ci-dessus.

En utilisant une version plus précise du théorème 2.12 prouvée dans [21], on peut montrer
que les résultats ci-dessus impliquent un résultat analogue pour les variétés de Hecke.

Théorème 2.21 ([23], Thm. 5.4.2). Soit x ∈ E(Up)ρ un point de la variété de Hecke
correspondant à une représentation ρ telle que pour tout v|p, la représentation locale ρv est
cristalline à poids de Hodge-Tate deux à deux distincts et de Frobenius générique. Alors
E(Up)ρ est Cohen-Macaulay en x et l’application poids κ est plate en x.

2.2.4. Preuve du théorème 2.6 et du corollaire 2.7. Pour conclure, donnons une esquisse de
la démonstration du théorème 2.6. Fixons ρ une représentation vérifiant les hypothèses du
théorème 2.6. Pour tout v|p, fixons un raffinement Rv de ρv = ρ|Gal(Fv/Fv). La famille de
représentations locales (ρv)v|p définit un point x de la variété analytique rigide

∏
v|pXρv .

En nous inspirant de la version géométrique de la conjecture de Breuil-Mézard ([51]), nous
construisons deux familles de cycles de codimension [F : Q]n(n+1)

2 dans le complété X̂ρ
de l’espace

∏
v|pXρv au point ρ. La première famille (Lw)

w∈S[F :Q]
n

est d’origine galoisienne.
Chaque cycle Lw est un produit de cycles Lwv , où Lwv est un cycle de Xρv . Le cycle Lwv
est construit à partir du support singulier du D-module GLn-équivariant sur F`2n corres-
pondant au U(gln)-module simple de plus haut poids wvw0(k)−θ. Ce support singulier est
en effet un cycle de la variété algébrique Ñ ×N Ñ , vu comme sous-schéma fermé du fibré
cotangent de F`2n, qui est également incluse dans X = g̃ ×g g̃. On utilise alors l’isomor-
phisme (2.5) pour tirer ce cycle sur Xρv et construire Lwv . Cette famille de cycles vérifie la
propriété suivante : pour tout v|p,

Lwv 6= 0⇔ wv > wRv
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La seconde famille (Cw)
w∈S[F :Q]

n
est d’origine automorphe et provient de la méthode

de « patching » de Taylor-Wiles-Kisin. Plus précisément Cw est le support d’un faisceau
cohérent sur

∏
v|pXρv dont la fibre en un point y = (rv)v|p est le dual de l’espace vectoriel

(2.6) HomG(Qp)(F((L(ww0(k)))v|p,R)),Π∞[(rv)v|p])

On montre alors par un procédé d’induction sur la longueur de w0w
−1 l’égalité [Cw] =

[Lw] en commençant par le cas où w = w0. Ce cas, correspondant au corollaire 2.7, se
déduit du corollaire 2.15 en utilisant la méthode de [22].

Pour mener à bien cette induction, il faut en réalité étendre la construction des cycles
Lw et Cw à tout élément de la catégorie Ob

alg, les définitions ci-dessus gardant un sens
lorsque l’on remplace L(ww0) par un objet quelconque de Ob

alg. Une étape essentielle dans
le procédé d’induction est de comparer les cycles obtenus à partir de modules de Verma.

Remarque 2.22. Le cycle Lw est construit à partir une combinaison entières des cycles
[Zw′ ] pour w′ 6 w. Le coefficient correspondant à [Zw] est toujours égal à 1. On a en fait
Cw = [Zw] pour n 6 7 mais cette inégalité s’avère fausse pour n > 8 (voir [65]).

3. Densité des représentations potentiellement cristallines de poids fixés

Dans cette dernière partie, je voudrais présenter un résultat obtenu en collaboration avec
Hellmann concernant la densité des représentations galoisiennes potentiellement cristallines
de poids de Hodge-Tate fixés.

Soit K une extension finie de Qp. Fixons ρ une représentation absolument irréductible
de Gal(Qp/K) sur un k-espace vectoriel de dimension finie n, où k est un corps fini de
caractéristique p. Soit Xρ l’espace analytique rigide paramétrant les déformations de ρ
en caractéristique 0. En s’inspirant d’un argument global de Gouvea et Mazur, Colmez a
prouvé dans [37], lorsque n = 2 et K = Qp, que l’ensemble des points cristallins de X est
Zariski-dense dans X. Cela signifie que si x est un point cristallin de Xρ et U un ouvert
affinoïde connexe contenant x, toute fonction analytique rigide sur U s’annulant en tous les
points cristallins de U est identiquement nulle. L’argument de Colmez consiste à utiliser
la notion de représentation galoisienne trianguline pour construire un analogue local de la
fougère infinie de Gouvea et Mazur. Le résultat de Colmez a été généralisé par Chenevier
en dimension n dans [32] puis par Nakamura lorsque K est une extension quelconque de
Qp.

Dans l’article [58], nous nous intéressons à l’ensemble des représentations potentiellement
cristallines de poids de Hodge-Tate fixés mais de niveau arbitraire, répondant ainsi à une
question posée par Colmez dans [37]. Plus précisément nous fixons un type de Hodge-Tate
régulier k, c’est-à-dire un n-uplet d’entiers deux à deux distincts pour chaque plongement
de K dans Qp et considérons l’ensemble des points potentiellement cristallins de type de
Hodge-Tate égal à k. Une généralisation naïve de l’énoncé précédent ne peut être vraie.
En effet, cet ensemble de représentations n’est pas Zariski-dense dans Xρ. Par exemple,
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l’application qui à tout point de Xρ associe le polynôme de Sen de la représentation galoi-
sienne correspondante est une fonction analytique rigide non constante sur Xρ mais reste
constante sur l’ensemble des représentations potentiellement cristallines de poids de Hodge-
Tate k. Nous prouvons cependant que cet ensemble de représentations est dense en un sens
plus faible. Soit en effet Rρ l’anneau des déformations de ρ. Les points fermés du schéma
SpecRρ sont alors en bijection avec les points de Xρ. De plus, lorsque l’anneau Rρ est
normal, l’anneau Rρ[1

p ] coïncide avec l’ensemble des fonctions analytiques rigides bornées
sur Xρ. Nous montrons qu’il n’existe pas de fonction analytique rigide bornée non triviale
s’annulant sur tous les points potentiellement cristallins de poids de Hodge-Tate fixés de
Xρ. Plus précisément nous montrons le résultat suivant.

Théorème 3.1 ([58]). Supposons que p - 2d et ρ 6∼= ρ ⊗ ε, où ε désigne le caractère
cyclotomique. Soit k = (ki,σ) ∈

∏
σ:K↪→Q̄p

Zd un poids régulier. Alors les représentations
potentiellement cristallines de poids de Hodge-Tate k forment une partie Zariski-dense de
SpecRρ[1/p].

Contrairement au résultat de Colmez, Chenevier et Nakamura utilisant uniquement des
techniques locales, les techniques utilisées ici sont partiellement globales et font appel à la
théorie des formes automorphes p-adiques et à la méthode de Taylor-Wiles-Kisin.

4. Perspectives et projets

4.1. Caractère central des L-représentations de Banach irreductibles. Dans un
travail en cours avec Dospinescu, nous prouvons que la deuxième partie de la conjecture
1.9 est vérifiée pour certaines L-représentations de Banach du groupe GLn(K), pour K
une extension finie de Qp. Il s’agit de représentations du type Π(ρ, Up) définies dans le
§2.1.3. Nous prouvons dans ce cas que le caractère de ZL(g) est lié au polynôme de Sen de
la représentation galoisienne locale ρ|Gal(Qp/K), exactement comme dans [45].

Nous espérons que ce type de résultat puisse être très utile pour borner supérieure-
ment la dimension canonique des représentations de Banach Π(ρ, Up), plus précisément la
dimension du support du ΛL(Gp)-module Π(ρ, Up)′ définie par Venjakob ([96]).

4.2. Compatibilité local-global. Le théorème 2.6 donne une description de la partie
du socle de la représentation localement analytique Π(ρ, Up) dont les composantes sont
des représentations d’Orlik-Strauch. La prochaine étape consiste à déterminer la multi-
plicité de ces composantes. On montre dans [22] que ces composantes apparaissent avec
« multiplicité 1 » lorsque les éléments wv de (2.3) sont tels que wvw0 est un produit de ré-
flexions simples deux à deux distinctes. Or cette propriété de multiplicité 1 est équivalente
au fait que le faisceau cohérent défini par (2.6) est localement libre. Comme ce faisceau
est Cohen-Macaulay, le théorème 2.16 implique que cette liberté locale est automatique
sous la condition ci-dessus. L’investigation du cas général me semble être un problème très
intéressant, probablement lié à la géométrie des modèles locaux Xw.
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Enfin, il faudrait pouvoir pousser jusqu’au bout les problèmes de compatibilité local-
global considérés dans ce mémoire. Dans le théorème 2.6, nous prouvons que la représen-
tation localement analytique Π(ρ, Up)an permet de retrouver la position de la filtration
de Hodge des représentations cristallines dans la stratification de Schubert. La détermina-
tion précise de la filtration de Hodge nécessite encore de définir de nouveaux paramètres
correspondant à la position précise de cette filtration de Hodge dans la variété de dra-
peaux. Il ne semble pas possible de construire ces paramètres en utilisant uniquement des
représentations localement analytiques provenant de la série d’Orlik et Strauch. C’est pour-
quoi nous soupçonnons fortement que les représentations localement analytiques Π(ρ, Up)an

contiennent d’autres sous-quotients correspondant à un nouveau type de représentations
localement analytiques. La construction de ce type de représentations ainsi que la défini-
tion de leur rôle dans des résultats de compatibilité local-global similaires à ceux présentés
dans ce mémoire constituent un projet de recherche très enthousiasmant.

4.3. Représentations modulo p de groupes de Lie p-adiques. Notre compréhension
des représentations supersingulières d’un groupe de Lie p-adique différent de GL2(Qp)
ou SL2(Qp) reste toujours très pauvre. Il serait intéressant de pouvoir aller au delà du
théorème 1.23. Tout d’abord, il reste à résoudre la question de savoir si la « non-finitude »
de la présentation des représentations supersingulières est un phénomène qui reste vrai pour
d’autres groupes, tels GL3(Qp). C’est probablement le cas. Une fois cette question résolue,
une question très intéressante, mais probablement beaucoup plus difficile, consisterait à
obtenir une version plus précise de ce résultat. On pourrait par exemple se demander si,
étant donnée une représentation supersingulière (π, V ) d’un groupe G, et une surjection

c-indGL2(K)
K×GL2(OK)W/(ImTσ)� V

il est possible de décrire, même partiellement, la structure de son noyau. Il est probable que
le moindre progrès dans cette direction nous en apprenne beaucoup sur les représentations
supersingulières. Une question précise serait par exemple de tenter de calculer explicitement
ce que donne l’application du foncteur défini dans [19] à ces représentations. Il est possible
qu’une généralisation du théorème 1.23 à des groupes plus généraux puisse nous mettre
sur la bonne voie.
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